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ОСОБЛИВОСТІ ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЕЛЬНИХ 

МЕТОДІВ В НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧАХ 

 

Анотація. У статті подана порівняльна характеристика класичних 

чисельних методів обчислення нелінійних рівнянь з однією змінною, а саме 

метода половинного ділення, метода хорд та метода Ньютона, а також їх 

практична реалізація. Вибір методу для обчислення коренів нелінійного 

рівняння залежить від конкретних умов задачі та потреб точності. Спільним в 

обчисленні нелінійних рівнянь за цими методами є те, що на першому кроці 

обчислень виконується перевірка на визначеність функції на відрізку. В цьому 

разі відрізку належить тільки один простий корінь і виконується умова 

визначеності функції. Доведено, що метод половинного ділення доцільно 

застосовувати для грубого визначення коренів нелінійного рівняння і за умови 

збільшення точності значно зростає обсяг обчислювальної роботи. Особливим 

в застосуванні метода хорд є те, що для обчислення нелінійного рівняння за цим 

методом потрібно визначити нерухомий кінець кривої функції і для обчислення 

кореня застосувати відповідний математичний апарат. Крім того, функція має 

бути двічі диференційована. Метод Ньютона ефективний при жорстких 

обмеженнях на характер функції, а саме, функція має бути двічі дифе-

ренційована, перша похідна функції не дорівнює нулю, а також перша та друга 

похідні функції зберігають постійні знаки. Попередньо корені нелінійного 

рівняння були визначені за допомогою системи комп'ютерної алгебри Maple V 

R4, а для відокремлення коренів застосовано чисельні методи розв'язання 

нелінійних рівнянь, які дозволяють визначити один корінь на заданому 

відрізку. Для програмних реалізацій обчислення нелінійного рівняння 

методами половинного ділення, хорд та Ньютона застосовано середовище 

програмування Visual Studio Code.  

Розв’язування одного нелінійного рівняння методом половинного діле-

ння, методом хорд та методом Ньютона сприяло порівнянню швидкості 

збіжності. Застосування програмних середовищ і систем комп'ютерної алгебри 

в обчисленні нелінійної задачі забезпечило збільшенню ефективності практич-

ного застосування чисельних методів. 
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FEATURES OF THE APPLICATION OF 

NUMERICAL METHODS IN NONLINEAR PROBLEMS 

 

Abstract. The article presents a comparative characteristic of classical 

numerical methods for calculating nonlinear equations with one variable, namely the 

half-division method, the chord method, and Newton's method, as well as their 

practical implementation. The choice of method for calculating the roots of a 

nonlinear equation depends on the specific conditions of the problem and the 

accuracy requirements. 

The common feature of calculating nonlinear equations using these methods is 

that in the first step of the calculations, a check is performed for the definiteness of 

the function on the segment. In this case, the segment has only one simple root and 

the condition for the function to be definite is satisfied. It has been proven that the 

method of half division is advisable to use for rough determination of the roots of a 

nonlinear equation and, provided that the accuracy is increased, the amount of 

computational work increases significantly. What is special about using the chord 

method is that to calculate a nonlinear equation using this method, it is necessary to 

determine the fixed end of the function curve and to use the appropriate mathematical 

apparatus to calculate the root. 

In addition, the function must be twice differentiated. Newton's method is 

effective under strict constraints on the nature of the function, namely, the function 

must be twice differentiated, the first derivative of the function is not zero, and the 

first and second derivatives of the function retain constant signs. Previously, the roots 

of the nonlinear equation were determined using the Maple V R4 computer algebra 

system, and to separate the roots, numerical methods for solving nonlinear equations 

were used, which allow determining one root on a given segment. For software 

implementations of calculating a nonlinear equation using the half-division, chord, 

and Newton methods, the Visual Studio Code programming environment was used. 

Solving a single nonlinear equation by the division-by-half method, the chord 

method, and Newton's method helped to compare the speed of convergence. The use 

of computer algebra software environments and systems in the calculation of 

nonlinear problems has increased the efficiency of the practical application of 

numerical methods. 
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Постановка проблеми. До методів розв’язання нелінійних рівнянь та 

систем нелінійних рівнянь зводиться багато практичних задач, наприклад, 

розрахунки нелінійних електричних кіл та систем керування, розв’язання 

нелінійних диференціальних рівнянь, аналіз стійкості систем шляхом оцінення 

їх власних значень тощо. 

Якщо для найпростіших видів алгебраїчних рівнянь (не вище третього 

степеня) існують точні аналітичні формули, то для трансцендентних рівнянь і 

будь-яких систем рівнянь таких методів взагалі не існує і потрібно корис-

туватися тільки наближеними ітераційними методами та алгоритмами. 

Крім того, якщо закони функціонування моделі нелінійні, а система або 

процес, які моделюються, мають один ступінь свободи (тобто мають одну 

незалежну змінну), то така модель, як правило, описується одним нелінійним 

рівнянням. 

Потреба відшукання коренів нелінійних рівнянь зустрічається в розра-

хунках систем автоматичного управління і регулювання, власних коливань 

машин і конструкцій, в задачах кінематичного аналізу та синтезу, плоских і 

просторових механізмів та інших завданнях. Однак точне рішення рівняння не 

завжди є необхідним [1−5].  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Завдання відшукання коренів 

нелінійного рівняння можна вважати практично вирішеним, якщо виконавець 

зуміє знайти корені рівняння із заданим ступенем точності. Для цього 

використовуються наближені (чисельні) методи розв’язання нелінійних 

рівнянь, а саме, метод половинного ділення, метод хорд, метод дотичних і його 

модифікація – метод січних тощо.  

Більшість застосовуваних наближених методів обчислення нелінійних 

рівнянь є, по суті, способами уточнення коренів. Для їх застосування потрібно 

знати інтервал ізоляції [ , ]a b , в якому лежить уточнюваний корінь рівняння і 

застосувати відповідний математичний апарат. Ефективність застосування 

чисельних методів в обчисленні нелінійних задач суттєво збільшується під час 

застосування програмних середовищ, а також систем комп'ютерної алгебри, 

наприклад, Maple, Mathcad, Mathematica [1−7]. 

Метою статті є практичне застосування чисельних методів в нелінійних 

задачах з однією змінною. 

Виклад основного матеріалу. Застосуємо метод половинного ділення, 

метод хибного положення (хорд), метод Ньютона (дотичних) для обчислення 

кореня нелінійного рівняння 
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3 2 9 9 0x x x− − + =  на проміжку [2,5; 4]  з точністю 0,001 = . 

 

Спільним в обчисленні нелінійних рівнянь для цих методів є те, що 

спочатку потрібно переконатись в тому, що функція визначена на відрізку 
[ ; ]a b , тобто на кінцях відрізку функція ( )f x  має протилежні знаки. В цьому 

разі відрізку належить тільки один простий корінь *x  і виконується умова 

( ) ( ) 0f a f b  .  

Спочатку визначимо корені нелінійного рівняння за допомогою функції 

solve(f(x), x) в середовищі Maple V R4 (рис. 1) [6, 7]. 

 

 

 
Рис. 1. Результат обчислення нелінійного рівняння в середовищі Maple V R4 

 

Нелінійне рівняння має багато коренів, застосуємо чисельні методи 

розв'язання нелінійних рівнянь, які дозволяють визначити один корінь на 

заданому відрізку [ , ]a b  шляхом відокремлення коренів. 

Метод половинного ділення застосовують для грубого визначення 

коренів нелінійного рівняння. Потрібно зауважити, що при збільшенні точності 

значно зростає обсяг обчислювальної роботи. 

Наприклад, потрібно обчислити нелінійне рівняння вигляду: 

 
( ) 0f x = ,      (1) 

 

де функція ( )f x  неперервна на відрізку [ , ]a b  і визначена ( ) ( ) 0f a f b  . 

 Для обчислення кореня рівняння (1), який належить відрізку [ , ]a b , 

ділимо відрізок навпіл. Якщо 0
2

a b
f

+ 
= 

 
, то 

2

a b


+
=  є коренем рівняння. 

Якщо 0
2

a b
f

+ 
 

 
, то вибираємо ту із половин ,

2

a b
a

+ 
 
 

 або ,
2

a b
b

+ 
 
 

, на 

кінцях якої функція ( )f x має протилежні знаки. Новий звужений відрізок 

 1 1,a b  знову ділимо навпіл і проводимо ті ж дії. У результаті отримуємо на 

деякому етапі або точний корінь рівняння (1) або ж нескінченну послідовність 

вкладених один в одного відрізків  1 1,a b ,  2 2,a b , …,  ,n na b , …  
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Процес обчислення завершується, тоді, коли довжина наступного 

інтервалу невизначеності стане менше заданої величини  , що відповідає 

заданій точності визначення кореня k kb a −  . Як наближене значення кореня 

береться середина останнього інтервалу невизначеності. Метод половинного 

ділення легко програмно реалізується.  

Для програмних реалізацій обчислення нелінійного рівняння методами 

половинного ділення, хорд та Ньютона застосовано середовище програмування 

Visual Studio Code. 

Фрагмент програмної реалізації обчислення нелінійного рівняння 

методом половинного ділення: 

 

 scope = [a, b] 

 compression = 1 

 x = 1 

 while compression > e: 

 result_of_dividing = sum(scope) / 2 

 if (f(scope[0]) > 0 and 

f(result_of_dividing) < 0) or ( 

 f(scope[0]) < 0 and 

f(result_of_dividing) > 0 

 ): 

 new_scope = [scope[0], 

result_of_dividing] 

 elif (f(scope[1]) > 0 and 

f(result_of_dividing) < 0) or ( 

 f(scope[1]) < 0 and 

f(result_of_dividing) > 0 

 ): 

 new_scope = [result_of_dividing, 

scope[1]] 

 compression = abs(scope[0] - scope[1]) 

 scope = new_scope 

 

 print("x%i =" % x, result_of_dividing) 

 if compression > e: 

 print("Δ%i =" % x, compression, "> 

E") 

 else: 

 print("Δ%i =" % x, compression, "< 

E") 

 print("Відповідь: x%i =" % (x + 1), 

result_of_dividing) 

 x += 1 

 print("=" * 100) 

 print( 

 "Метод половинного ділення 

дозволяє знайти корінь нелінійного 

рівняння шляхом послідовного 

звуження інтервалу, де функція 

змінює знак." 

 ) 

 

На рис. 2 подано результат виконання програми обчислення 

нелінійного рівняння методом половинного ділення. 
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Рис. 2. Результат виконання програми обчислення нелінійного 

рівняння методом половинного ділення 

 

Отже, 2,99988 3,0.x =   Кількість кроків для визначення кореня із 

заданою точністю – 13. 

Метод хорд забезпечує більш швидке визначення кореня нелінійного 

рівняння ніж метод половинного ділення. Для цього відрізок [ ; ]a b  ділиться не 

навпіл, а у відношенні ( ) : ( )f a f b . 

Геометрично метод хорд еквівалентний заміні кривої ( )y f x=  хордою, 

яка проходить через точки ( , ( ))a f a  та ( , ( ))b f b . Для того, щоб провести 

обчислення нелінійного рівняння за цим методом потрібно визначити 

нерухомий кінець кривої ( )y f x= .  

Для виявлення нерухомого кінця використовується умова ( ) ( ) 0f x f t  

, де t a=  або t b= .  

Якщо нерухомий кінець a , застосовується формула: 

 

(0)x b= , 
( )

( )( )
( 1) ( ) ( )

( )

( )

( )

k
k k k

k

f x
x x x a

f x f a
+ = − −

−
, 0,1,...k = ,       (2) 

 

а якщо кінець b  – формула (3): 

(0)x a= , 
( )

( )( )
( 1) ( ) ( )

( )

( )

( )

k
k k k

k

f x
x x b x

f b f x
+ = − −

−
, 0,1,...k = ,       (3) 

Фрагмент програмної реалізації обчислення нелінійного рівняння 

методом хорд: 
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 # визначаємо нерухомий кінець 

 if f(a) * ddf(a) > 0: 

 fixed = a 

 x = b 

 print("Нерухомий кінець: a =", a) 

 # x_(k+1) = x_k - f(x_k)/(f(x_k) - f(a)) * (x_k - 

a) 

 formula_type = 1 

 elif f(b) * ddf(b) > 0: 

 fixed = b 

 x = a 

 print("Нерухомий кінець: b =", b) 

 # x_(k+1) = x_k - f(x_k)/(f(b) - f(x_k)) * (b - 

x_k) 

 formula_type = 2 

 else: 

 print("Неможливо визначити нерухомий 

кінець") 

 return None 

 k = 0 

 print(f"x{0} = {x}") 

 while k < max_iter: 

 

 if formula_type == 1: 

 # якщо нерухомий кінець a 

 x_new = x - f(x) * (x - fixed) / (f(x) - f(fixed)) 

 else: 

 # якщо нерухомий кінець b 

 x_new = x - f(x) * (fixed - x) / (f(fixed) - f(x)) 

 delta = abs(x_new - x) 

 print(f"|x{k+1} - x{k}| = {delta:.6f} {'<=' if 

delta <= e else '>'} e") 

 print(f"x{k+1} = {x_new:.6f}") 

 if delta <= e: 

 print(f"Відповідь: x{k+1} = {x_new:.6f}") 

 break 

 x = x_new 

 k += 1 

 print("=" * 100) 

 print( 

 "Метод хорд забезпечує більш швидке 

визначення кореня нелінійного  

рівняння ніж метод половинного ділення." 

 ) 

 

На рис. 3 подано результат виконання програми 

обчислення нелінійного рівняння методом хорд. 

 

 
Рис. 3. Результат виконання програми обчислення 

нелінійного рівняння методом хорд 
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Отже, 2,99966 3,0.x =   Кількість кроків для визначення кореня із 

заданою точністю – 9. Метод Ньютона характеризується квадратичною 

збіжністю і допускає різні модифікації, пристосованих для розв’язування 

векторних задач і сіткових рівнянь. Проте метод Ньютона ефективний при 

жорстких обмеженнях на характер функції ( )f x : 

1) існування другої похідної функції ( )f x  на множині { }G a x b=   ; 

2) відповідність першої похідної умові ( ) 0f x   для всіх x G ; 

3) постійність знаків ( )f x , ( )f x  для всіх x G . 

Для обчислення нелінійного рівняння потрібно переконатись в тому, що 

функція визначена і виконуються вище наведені обмеження, задати початкове 

наближення 
(0)x  так, щоб виконувалась нерівність 

(0) (0)( ) ( ) 0f x f x  , а 

також точність обчислення  . Прийняти 0k =  і обчислити 
( 1)kx +

 за 

формулою: 
( )

( 1) ( )

( )

( )

( )

k
k k

k

f x
x x

f x

+ = −


, 0,1,2,...k =                        (4) 

 

Якщо ( 1) ( )k kx x + −  , процес завершити і покласти 
( 1)

*
kx x + . 

Якщо ( 1) ( )k kx x + −  , покласти 1k k= +  і продовжити обчислення за 

формулою (4). 

Фрагмент програмної реалізації обчислення нелінійного рівняння 

методом Ньютона: 
 

 # вибір початкового наближення 

 if f(a) * ddf(a) > 0: 

 x = a 

 print("Початкове наближення x0 =", a) 

 elif f(b) * ddf(b) > 0: 

 x = b 

 print("Початкове наближення x0 =", b) 

 else: 

 print("Неможливо вибрати початкове 

наближення") 

 return None 

 k = 0 

 while k < max_iter: 

 if df(x) == 0: 

 

print("Похідна = 0. Метод зупинено.") 

 print("x%i =" % k, x_new) 

 if delta <= e: 

 x = x_new 

 break 

 x = x_ne 

 print("Відповідь: x%i =" % k, x) 

 print("=" * 100) 

 print( 

 "Метод дотичних (Ньютона) дає змогу 

швидко знайти корінь рівняння за умови 

вдалого початкового наближення та 

виконання вимог щодо знаків функції та її 

похідних." 

 )  

На рис. 4 подано результат виконання програми 

обчислення нелінійного рівняння методом Ньютона. 
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Рис. 4. Результат виконання програми обчислення 

нелінійного рівняння методом Ньютона 

 

Отже, 3,0.x =  Кількість кроків для визначення кореня із заданою 

точністю – 5.  

З проведених обчислень можна зробити висновок, що швидку збіжність 

забезпечує метод Ньютона. 

 

Висновки. Необхідність визначення коренів нелінійних рівнянь зуст-

річається в різних сферах промислової індустрії. Однак, якщо рівняння 

алгебраїчне або трансцендентне достатньо складне, то його корені досить 

складно визначити точно. Крім того, в деяких випадках рівняння містить 

коефіцієнти, які відомі лише наближено і тому задача про точне визначення 

коренів рівняння втрачає сенс. В цьому разі, важливе значення набувають 

способи наближеного визначення коренів нелінійного рівняння та оцінювання 

степені їх точності. Вибір методу для обчислення коренів нелінійного рівняння 

залежить від конкретних умов задачі та потреб точності. Розв’язування одного 

нелінійного рівняння різними чисельними методами сприяє порівнянню 

швидкості збіжності. Застосування програмних середовищ і систем комп’ю-

терної алгебри в обчисленні нелінійних задач сприяє збільшенню ефективності 

практичного застосування чисельних методів. 
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