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ОСОБЛИВОСТІ ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЕЛЬНИХ МЕТОДІВ В 

ОБРОБЦІ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ ДАНИХ. ІНТЕРПОЛЮВАННЯ 

 

Анотація. У статті проаналізовано особливості застосування класичних 

методів інтерполювання для обробки експериментальних даних, а саме, 

інтерполяційний многочлен Лагранжа, схему Ейткіна, перший та другий 

інтерполяційні многочлени Ньютона та інтерполяційні формули центральних 

різниць − це інтерполяційні формули Гаусса, Стірлінга, Бесселя. Встановлено, 

що вибір конкретного методу суттєво залежить від характеру експери-

ментальних даних, розташування вузлів інтерполяції та вимог до обчис-

лювальної ефективності. Інтерполяційну формулу Лагранжа та схему Ейткіна 

доцільно застосовувати як для рівновіддалених так і нерівновіддалених вузлів 

інтерполювання. Крім того, за допомогою інтерполяційної формули Лагранжа 

можна отримати вираз інтерполяційного многочлена в аналітичному вигляді. В 

середовищі системи комп'ютерної алгебри Maple V R4 отримано вираз 

інтерполяційного многочлена в аналітичному вигляді та його графічну 

інтерпретацію. Для схеми Ейткіна характерна однотипність та циклічність 

обчислень і її застосовують, коли потрібно обчислити тільки значення функції 

у заданій точці. Якщо значення аргументу лежить ближче до початку відрізка 

інтерполювання, для обчислень застосовують перший інтерполяційний 

многочлен Ньютона. У випадку, коли значення аргументу лежить ближче до 

кінця відрізка інтерполювання доцільно застосувати другу інтерполяційну 

формулу Ньютона. Інтерполяційні формули Гаусса є напівфабрикатами для 

отримання більш симетричних інтерполяційних формул, які використовують 

всі центральні різниці, це інтерполяційні формули Стірлінга та Бесселя. Крім 

того, схема розташування вузлів інтерполювання в таблиці кінцевих різниць 

інтерполяційних формул центральних різниць Гаусса, Стірлінга, Бесселя 

суттєво відрізняється від схеми розташування вузлів інтерполювання для 

обчислення значення функції за інтерполяційними формулами Ньютона. 

Інтерполяційні формули Ньютона та інтерполяційні формули центральних 

різниць доцільно застосовувати у випадку рівновіддалених вузлів інтерпо-

лювання.  

https://portal.issn.org/resource/ISSN/2786-6025


  

        № 4(58) 

         2026 

 

 

 

ISSN 2786-6025 Online 

 

3638 
 

Ключові слова: чисельні методи, інтерполювання, інтерполяційний 

многочлен Лагранжа, схема Ейткіна, інтерполяційні многочлени Ньютона, 

інтерполяційні формули центральних різниць.  

 

Krylik Lyudmіla Viktorivna Candidate of Technical Sciences, Associate 

Professor, Associate Professor at the Department for Computer Science, Vinnytsia 

National Technical University, Vinnytsia, https://orcid.org/0000-0001-6642-754X 

 

FEATURES OF THE APPLICATION OF NUMERICAL METHODS IN 

EXPERIMENTAL DATA PROCESSING. INTERPOLATION 

 

Abstract. The article analyzes the features of the application of classical 

interpolation methods for processing experimental data, namely, the Lagrange 

interpolation polynomial, the Aitkin scheme, the first and second Newton 

interpolation polynomials and the interpolation formulas of central differences − 

these are the Gauss, Stirling, Bessel interpolation formulas. It is established that the 

choice of a specific method significantly depends on the nature of the experimental 

data, the location of the interpolation nodes and the requirements for computational 

efficiency. The Lagrange interpolation formula and the Aitkin scheme are appropriate 

to use for both equidistant and unequally spaced interpolation nodes. In addition, 

using the Lagrange interpolation formula, it is possible to obtain the expression of the 

interpolation polynomial in analytical form.  

In the environment of the Maple V R4 computer algebra system, the expression 

of the interpolation polynomial in analytical form and its graphical interpretation 

were obtained. The Aitkin scheme is characterized by uniformity and cyclicity of 

calculations and is used when it is necessary to calculate only the value of the function 

at a given point. If the value of the argument lies closer to the beginning of the 

interpolation segment, the first Newton interpolation polynomial is used for 

calculations.  

In the case when the value of the argument lies closer to the end of the 

interpolation segment, it is advisable to use the second Newton interpolation formula. 

Gaussian interpolation formulas are semi-finished products for obtaining more 

symmetric interpolation formulas that use all central differences, these are Stirling 

and Bessel interpolation formulas.  

In addition, the arrangement of interpolation nodes in the table of finite 

differences of the Gaussian, Stirling, Bessel central difference interpolation formulas 

is significantly different from the arrangement of interpolation nodes for calculating 

the value of the function using Newton interpolation formulas. Newton's interpolation 

formulas and central difference interpolation formulas are appropriate to use in the 

case of equidistant interpolation nodes. 
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Постановка проблеми. Сьогодні ключовим етапом побудови матема-

тичних моделей є опрацювання даних, зібраних під час активних або пасивних 
експериментів. Вибір конкретних методів та алгоритмів визначається типом 
об’єкта, структурою моделі та доступними ресурсами комп’ютера. Основними 
підходами до такої обробки є інтерполяція, апроксимація та методи статистики 

[1−10].  
Аналіз останніх досліджень і публікацій. Інтерполяція функцій вико-

ристовується в багатьох галузях науки і техніки, а саме, чисельні методи, 
обробка сигналів, комп’ютерна графіка тощо. Питання ідентифікації матема-
тичних моделей та обробки експериментальних даних широко висвітлені у 
працях вітчизняних та закордонних учених. Фундаментальні аспекти вико-
ристання методів інтерполяції та апроксимації закладені в класичних працях з 

чисельних методів та математичної статистики [1−8].  
У сучасних дослідженнях основна увага приділяється автоматизації цих 

процесів за допомогою систем аналітичних обчислень (таких як MATLAB, 
Wolfram Mathematica, Maple). Крім того, вибір конкретного методу інтер-
полювання (лінійної, поліноміальної або сплайн-інтерполяції) дедалі більше 
залежить від специфіки об’єкта моделювання та вимог до точності відтворення 
функціональних залежностей у проміжних точках [9, 10]. 

Метою статті є практичне застосування чисельних методів в обробці 
експериментальних даних. 

Виклад основного матеріалу. У розрахунковій практиці дослідника 
часто виникають задачі знайти значення функції для аргументів, які відсутні в 
таблиці експериментальних даних. Такі задачі називаються задачами інтер-
полювання або екстраполювання. Для проведення яких застосовують інтер-
поляційний многочлен Лагранжа, схему Ейткіна, перший та другий інтерпо-
ляційні многочлени Ньютона. Крім того, з виведеними спеціально для початку 
і кінця таблиці кінцевих різниць першою і другою інтерполяційними форму-
лами Ньютона є ще декілька формул, розрахованих на їх застосування в цент-
ральній частині таблиці кінцевих різниць, тому вони називаються централь-
ними інтерполяційними формулами – це інтерполяційні формули Гаусса, 

Стірлінга, Бесселя для яких характерна висока точність обчислень [1−5]. 
Інтерполяційну формулу Лагранжа доцільно застосовувати як для 

рівновіддалених так і нерівновіддалених вузлів інтерполювання. За допомогою 
інтерполяційної формули Лагранжа можна отримати вираз інтерполяційного 
многочлена в аналітичному вигляді, який описує поведінку функції на 
проміжку інтерполюванні: 
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Розглянемо це детально на прикладі. В результаті проведення натурного 

експерименту отримано залежності між досліджуваними параметрами у 

вигляді таблиці, тобто − табличну функцію.  
Потрібно побудувати інтерполяційний многочлен Лагранжа n -го 

степеня для функції f , заданої таблично (табл. 1) та знайти наближене 

значення функції в точці 1,5x = . 

 
Таблиця 1 

Вихідні дані 

i  0  1 2  3  

ix  1  2  3  4 

iy  13 15 12 20 

 
Степінь многочлена на одиницю менше кількості вузлів (в прикладі 4 

вузла), тобто отримаємо многочлен 3-го степеня. Користуючись формулою (1), 
отримаємо 

3

( 2)( 3)( 4) ( 1)( 3)( 4)
( ) 13 15

(1 2)(1 3)(1 4) (2 1)(2 3)(2 4)

x x x x x x
L x

− − − − − −
= + +

− − − − − −
 

( 1)( 2)( 4) ( 1)( 2)( 3)
12 20

(3 1)(3 2)(3 4) (4 1)(4 2)(4 3)

x x x x x x− − − − − −
+ + =

− − − − − −
 

3 22,66667 18,5 38,83333 10,x x x= − + −  

а 3(1,5) (1,5) 15,62496f L= = . 

Побудова інтерполяційного многочлена Лагранжа вимагає значної 
обчислювальної роботи. Її обсяг значно збільшується, коли потрібно підвищити 

порядок многочлена: якщо для заданої системи вузлів інтерполяції ix  

( 0,1, ..., )i n=  додати ще один вузол 1nx + , многочлен Лагранжа будують заново 

для нової системи вузлів ix  ( 0,1, ..., 1)i n= + .  

Проведемо інтерполювання функції в прикладному програмному пакеті 
Maple. Maple – це програмний пакет для автоматизації символьних та числових 
обчислень. Його функціональні можливості охоплюють основні розділи 
математики, такі як лінійна алгебра, диференціальні обчислення, геометрія, 
статистика та багато інших. Maple – це типова інтегрована система, яка 
об’єднує в собі потужну мову програмування, редактор для підготовки і 
редагування документів та програм, сучасний багатовіконний інтерфейс 
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користувача з можливістю роботи в діалоговому режимі, потужну довідкову 
систему з великою кількістю прикладів, ядро алгоритмів та правил перетво-
рення математичних виразів, числовий та символьний процесори, систему 
діагностики, бібліотеки вбудованих і додаткових функцій, пакети функцій 
сторонніх виробників та підтримку інших мов програмування та програм. 

Якщо дані деякої залежності ( )y x  задані векторами X і Y її дискретних 

значень, то для отримання інтерполяційного степеневого многочлена достатньо 

записати многочлен для всіх N пар значень ( )i iy x  при 1...i N=  (або 0... 1i N= −

, якщо індекси відліків починаються з нуля). Отримана при цьому система 
лінійних (відносно коефіцієнтів полінома) рівнянь після розв’язання дає 
коефіцієнти інтерполюючого полінома. Степінь полінома на 1 менший за N, а 

значення ( )i iy x , що обчислюються при ix , збігаються з табличними (вузло-

вими) в межах допустимої похибки. Насправді все це робити непотрібно, 
оскільки Maple 5 R4 має такий алгоритм реалізації, вбудовану функцію 
interp(X,Y,v) або Interp(X,Y,v) в інертній формі. 

Змінна v вказує ім’я змінної інтерполяційного полінома. Вектори X та Y 

мають містити 1n N+ =  координат точок вихідної залежності, де n  − степінь 
інтерполюючого полінома [9, 10]. На рис. 1 показано техніку використання 
поліноміальної інтерполяції на основі функції interp з побудовою графіка 
вихідних точок і апроксимуючого полінома. 

 

 
Рис. 1. Поліноміальна інтерполяція функцією interp 
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Однак, коли потрібно обчислити тільки значення функції у заданій точці, 

застосовують схему Ейткіна для якої характерна однотипність та циклічність 

обчислень. Значення інтерполяційного многочлена степеня n  в точці 0( , )nx x x

, що не збігається з вузлами інтерполювання, можна обчислити за формулою 

[1−5]: 
 

0,1..., 1 0

0,1..,

1,2,..,0

( )1
( )

( )

n

n

n nn

P x x x
P x

P x x xx x

− −
=

−−
,     (2) 

 

де 
0,1,..., 1( )nP x−

 і 
1,2..., ( )nP x  – значення інтерполяційних многочленів ( 1)n− -

го степеня, які обчислені у точці x  на попередньому кроці розрахунку.  

Розглянемо етапи обробки експериментальних даних за схемою Ейткіна 

для функції f  заданої таблично (табл. 2). 
 

Таблиця 2 

Початкові дані 

i  0 1 2 3 4 5 

ix  0x  1x  2x  3x  4x  5x  

iy  0y  1y  2y  3y  4y  5y  

 

x = , ?y =

  За схемою Ейткіна значення квадратичного тричлена обчислюється на 

основі двох лінійних многочленів: 

 

0,1,2 0,1

1,2

( ) ( )

( )

P x P x

P x

→

 

0 0
0,1

1 11 0

1
( )

y x x
P x

y x xx x

−
= 

−−
 і 1 1

1,2
2 22 1

1
( )

y x x
P x

y x xx x

−
= 

−−
,  

0,1 0

0,1,2
1,2 22 0

( )1
( )

( )

P x x x
P x

P x x xx x

−
= 

−−
. 

Якщо 0,1 0,1, 2( ) ( )P x P x , то залучаємо 3x =  і обчислюємо додатково. 

Кубічне інтерполювання здійснюється в такий спосіб, а саме, спочатку 

обчислюють лінійний многочлен 2,3P  та квадратичний тричлен 1,2,3P  і 

використовують лінійні та квадратичні многочлени, обчислені на 

попередньому кроці: 
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0,1,2,3 0,1,2 0,1

1,2

1,2,3 1,2

2,3

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

P x P x P x

P x

P x P x

P x

→ →

→ →

 

 

1,2 1

1,2,3
2,3 33 1

( )1
( )

( )

P x x x
P x

P x x xx x

−
= 

−−
, 

2 2
2,3

3 33 2

1
( )

y x x
P x

y x xx x

−
= 

−−
, 

 

0,1,2 0

0,1,2,3
1,2,3 33 0

( )1
( )

( )

P x x x
P x

P x x xx x

−
= 

−−
. 

 

Якщо 0,1,2 0,1, 2,3( ) ( )P x P x , то залучаємо 4x =  і обчислюємо додатково. 

 

В обчисленнях за цією схемою нові вузли ix  (що відповідає переходу до 

інтерполяційних многочленів вищих степенів) залучають доти, поки самі 

обчислення не покажуть, що необхідної точності вже досягнуто. 

Схема Ейткіна для інтерполювання використовується тоді, коли вузли 

інтерполювання рівновіддалені та нерівновіддалені, а також для оберненого 

інтерполювання та екстраполювання функції. 

Тепер розглянемо перший та другий інтерполяційні многочлени 

Ньютона, а також інтерполяційні многочлени центральних різниць, до яких 

відносять: інтерполяційні многочлени Гаусса, Стірлінга та Бесселя.  

Спільним для цих методів обробки експериментальних даних є те, що 

обчислення основані на застосуванні значень табличних кінцевих різниць. Крім 

того, ці інтерполяційні формули також мають деякі переваги, а саме, якщо до 

заданої системи рівновіддалених вузлів інтерполяції додати ще один вузол, то 

відповідний многочлен Лагранжа треба побудувати заново, а до многочленів 

Ньютона, Гаусса, Стірлінга та Бесселя потрібно додати лише один новий 

доданок, а вже розраховані залишаться незмінними [1−5]. 

Однак многочлени Ньютона, Гаусса, Стірлінга та Бесселя мають 

особливості їх практичного застосування. 

Коли значення аргументу лежить ближче до початку відрізка 

інтерполювання, а саме для випадку 0 1( , )x x x , для обчислень застосовують 

перший інтерполяційний многочлен Ньютона вигляду: 
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2

0 0 0 0

( 1)
( )

2!
n

t t
P x th y t y y

−
+ = +  +  +  

3

0 0

( 1)( 2) ( 1)( 2)...( 1)
... ,

3! !

nt t t t t t t n
y y

n

− − − − − +
+  + +           (3) 

де 0x x
t

h

−
= , 1t  . 

У цьому разі перший інтерполяційний многочлен Ньютона містить 

різниці 0y , 2

0y ,..., 
0

n y  (табл. 3). Якщо 1 2( , )x x x , для обчислень 

користуватись формулою (3) недоцільно, тому що t  буде більшим за 1. Тоді 

для цього випадку за 0x  потрібно взяти вузол 1x  і в інтерполяційному 

многочлені використовувати різниці 1y , 2

1y , ... , 
1

n y .  

 

2
1 1 1 1

( 1)
( )

2!
n

t t
P x th y t y y

−
+ = +  +  +

 

3 4
1 1 1

( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2)...( 1)
... ,

3! 4! !

nt t t t t t t t t t t n
y y y

n

− − − − − − − − +
+  +  + +    (4) 

де 1x x
t

h

−
= , 1t  . 

Таблиця 3 

Діагональна таблиця кінцевих різниць 

ix  iy  iy  2

iy  3

iy  4

iy  5

iy  

0x  0y       

  0y      

1x  1y   
2

0y     

  1y   
3

0y    

2x  2y   
2

1y   
4

0y   

  2y   
3

1y   
5

0y  

3x  3y   
2

2y   
4

1y   

  3y   
3

2y    

4x  4y   
2

3y     

  4y      
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5x  5y       

   
4

0

i

i

y
=

  
3

2

0

i

i

y
=

  
2

3

0

i

i

y
=

  
1

4

0

i

i

y
=

  5

0y  

S  5 0y y−  4 0y y −   2 2

3 0y y −   3 3

2 0y y −   4 4

1 0y y −    

 

У випадку, коли значення аргументу лежить ближче до кінця відрізка 

інтерполювання, не варто використовувати першу інтерполяційну формулу 

Ньютона, оскільки не буде достатньо кінцевих різниць функції вищого 

порядку. Тому в кінці відрізка інтерполювання застосовують другу 

інтерполяційну формулу Ньютона вигляду:  

2

1 2

( 1)
( )

2!
n n n n n

t t
P x th y t y y− −

+
+ = +  +  +  

 

3

3 0

( 1)( 2) ( 1)...( 1)
...

3! !

n

n

t t t t t t n
y y

n
−

+ + + + −
+  + +  .                 (5) 

Розглянемо інтерполяційні формули центральних різниць, а саме, 

інтерполяційні формули Гаусса, Стірлінга та Бесселя. Потрібно зазначити, що 

інтерполяційні формули Гаусса слугують напівфабрикатами для отримання 

більш симетричних інтерполяційних формул, які використовують всі цент-

ральні різниці. Крім того, схема розташування вузлів інтерполювання в 

діагональній таблиці кінцевих різниць інтерполяційних формул центральних 

різниць (табл. 4) суттєво відрізняється від схеми розташування вузлів інтер-

полювання для обчислення значення функції за інтерполяційними формулами 

Ньютона (табл. 3) [1−5]. 

 

Таблиця 4 

Центральні різниці 

x  y  iy  
iy2  iy3  iy4  iy5  iy6  

4−x  4−y        

  4− y       

3−x  3−y   4
2

− y      

  3y−   4
3

− y     

2−x  2−y   3
2

− y   4
4

− y    

  2y−   3
3

− y   4
5

− y   

1−x  1−y   2
2

− y   3
4

− y   4
6

− y  
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  1−y   2
3

− y   3
5

− y   

0x  0y   1
2

− y   2
4

− y   3
6

− y  

  0y   1
3

− y   2
5

− y   

1x  1y   0
2 y   1

4
− y   2

6
− y  

  1y   0
3 y   1

5
− y   

2x  2y   1
2 y   0

4 y    

  2y   1
3 y     

3x  3y   2
2 y      

  3y       

4x  4y        

 

Формули Гаусса застосовуються для інтерполювання в середині таблиці 

поблизу 0x . Крім того, перша формула Гаусса застосовується при 0x x , а 

друга – при 0x x . 

Перша інтерполяційна формула Гаусса має вигляд:  

2 3

0 0 1 1

( 1) ( 1) ( 1)
( )

2! 3!

q q q q q
P x y q y y y− −

− + −
= +  +  +  +  

 

4 5

2 2

( 1) ( 1)( 2) ( 2)( 1) ( 1)( 2)

4! 5!

q q q q q q q q q
y y− −

+ − − + + − −
+  +  +  

2 1 2

( 1)

( 1)...( 1) ( 1)...( )
...

(2 1)! (2 )!

n n

n n

q n q n q n q n
y y

n n

−

− − −

+ − − + + − −
+ +  + 

−
,    (6) 

де 
0x x

q
h

−
= . 

Друга інтерполяційна формула Гаусса має вигляд: 

 

2 3

0 1 1 2

( 1) ( 1) ( 1)
( )

2! 3!

q q q q q
P x y q y y y− − −

+ + −
= +  +  +  +  

4 2 1

2

( 2)( 1) ( 1) ( 1)...( 1)
...

4! (2 1)!

n

n

q q q q q n q n
y y

n

−

− −

+ + − + − − +
+  + +  +

−
 

2( )( 1)...( 1)

(2 )!

n

n

q n q n q n
y

n
−

+ + − − +
+  .                          (7)  
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Півсума першого і другого інтерполяційних многочленів Гаусса після 

перетворень приводить до формули, яка називається інтерполяційною 

формулою Стірлінга: 
2 2 2 3 3

21 0 2 1
0 1

( 1 )
( )

2 2 3! 2

y y q q q y y
P x y q y− − −

−

 +  −  + 
= +  +  +  +

 
2 2 2 2 2 2 2 5 5

4 3 2
2

( 1 ) ( 1 )( 2 )

4! 5! 2

q q q q q y y
y − −

−

− − −  + 
+  +  +

  
2 2 2 2 2

6

3

( 1 )( 2 )
...

6!

q q q
y−

− −
+  + +

 
2 2 2 2 2 2 2 2( 1 )( 2 )( 3 )... ( 1)

(2 1)!

q q q q q n

n

 − − − − − + 
−   

2 2 2 2 2 2 22 1 2 1

( 1) 2
( 1 )( 2 )... ( 1)

,
2 (2 )!

n n

n n n

n

q q q q ny y
y

n

− −

− − −

−

 − − − − +    +  (8) 

де .0

h

xx
q

−
=  

Крім формули Стірлінга, часто застосовується формула Бесселя, 

отриману на основі другої інтерполяційної формули Гаусса.  

 

2 2
30 1 1 0

0 1

1
( 1)

1 ( 1) 2
( )

2 2 2 2 3!

q q q
y y q q y y

P x q y y−
−

 
− − + −  +    = + −  +  +  + 

 

4 4
52 1

2

1
( 1)( 1)( 2)

( 1)( 1)( 2) 2

4! 2 5!

q q q q q
q q q q y y

y− −
−

 
− − + − − + −  +   +  +  +  

6 6

3 2( 1)( 1)( 2)( 2)( 3)
...

6! 2

q q q q q q y y− −− + − + −  + 
+  + +  

2 2

1( 1)( 1)( 2)( 2)...( )( 1)

(2 )! 2

n n

n nq q q q q q n q n y y

n

− − +− + − + − + −  + 
+  +  

2 1

1
( 1)( 1)( 2)( 2)...( )( 1)

2

(2 1)!

n

n

q q q q q q q n q n

y
n

+

−

 
− − + − + − + − 

 + 
+

, (9) 

 

де 0 .
x x

q
h

−
=   
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Отже, якщо точка x , в якій потрібно знайти наближене значення 

таблично заданої функції ( )f x , знаходиться на початку чи в кінці таблиці, 

застосовується відповідно перша або друга інтерполяційні формули Ньютона з 

таким вибором базової точки, щоб значення q  було якомога менше. Якщо 

точка x  знаходиться в середині таблиці, тоді завжди можна зафіксувати точку 

0x  в таблиці центральних різниць так, щоб 0x x
q

h

−
=  або було за модулем 

менше 0,25, і тоді застосовувати інтерполяційну формулу Стірлінга, чи щоб 

 0,25;0,75q  і використати формулу Бесселя. 

 

Висновки.  

У межах проведеного дослідження проаналізовано особливості засто-

сування методів інтерполювання для обробки експериментальних даних. 

Доведено, що вибір конкретного методу суттєво залежить від характеру 

експериментальних даних, розташування вузлів інтерполяції та вимог до 

обчислювальної ефективності.  

Крім того, системи аналітичних обчислень до яких відносять пакети 

Maple, MathCad, Mathematica та MatLab відіграють важливу роль у багатьох 

галузях науки. Ці системи надають широкі можливості для фахівців різних 

профілів, дозволяючи простіше та швидше вирішувати дослідницькі та 

прикладні задачі.  
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