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Обчислювальна гідродинаміка традиційно ґрунтується на 
фундаментальних законах перенесення маси, імпульсу та енергії у 
континуальних середовищах. Відповідні диференціальні рівняння 
передбачають миттєву реакцію системи на зовнішні впливи. Проте у 
багатьох реальних середовищах (пористі матеріали, в’язкопластичні 
полімерні середовища, біологічні рідини, турбулентні потоки з 
масштабною взаємодією) спостерігається аномальна дифузія та 
ефекти пам’яті, які класичні моделі не здатні відтворити, оскільки 
не враховують сили фракційної природи, фрактальну розмірність 
середовища та інші чинники.

Водночас фракційні похідні дозволяють виявляти ефекти пам’яті, 
дисипації, в’язко-інерційної спадковості та аномальної дифузії при 
моделюванні потоку. За такого підходу замість класичних операторів 

 та ∇2 вводяться відповідні фракційні оператори  та ∇α, 
а система рівнянь руху набуває такого вигляду:

,	                                              (1)
де t – час; u – вектор швидкості; p – тиск; ρβ, μα – фракційні густина і 
в’язкість; f – головний вектор питомих зовнішніх масових сил; С – стала 
масштабування похідної Капуто .

При цьому, для урахування мультифізичних процесів, наприклад, 
з урахуванням теплопередачі та масообміну, класичні закони Фур’є та 
Фіка записуються у фракційний формі:

			                                 (2)
де τ – час релаксації; T – температура; kβ – фракційний коефіцієнт 
теплопровідності;

,	                                                             (3)
де C – концентрація; Dβ – фракційний коефіцієнт дифузії.

Подібні моделі застосовуються при моделюванні турбулентних 
потоків [1], в’язкопружних потоків [2] та потоків у пористих 
середовищах [3]. Це дає змогу моделювати процеси турбулентного 
теплообміну, аномальної суб- та супердифузії [4], які спостерігаються у 
біологічних матеріалах, осадження частинок у пористих середовищах 
[5] тощо. Вони містять дробові похідні, вперше введені Лейбніцем у 
1695 р. та розвинені значно пізніше до форми Капуто, Грюнвальда–
Летнікова та ін. Наприклад, принципи моделюванні двофазних 
потоків з урахування спадкової сил Бассе–Буссінеска–Озеена суттєво 
розширилися завдяки застосуванню фракційної похідної Рімана–
Ліувілля [6, 7]:

              (4)

де φ(t) – задана функція; Γ(n) – гамма-функція Ейлера; θ – незалежний 
параметр.

За такого підходу досліджуються потоки, що описуються не 
лише локальними похідними, як у системі рівнянь Нав’є–Стокса, а й 
нелокальними взаємодіями між точками потоку. Це дозволяє врахувати 
ефекти пам’яті та довготривалої кореляції руху.

Для прикладу, розгляд стаціонарного ламінарного потоку Куетта–
Пуазейля у двовимірній постановці:	

μ (d 2 u)/(dy2 ) = dp/dx.	                                                                          (5)
Для граничних умов u(0) = 0, u(h) = uw призводить до параболічного 

профілю швидкості по ширині плоского каналу:
 u(y) = uw  y/h + 1/2μ  dp/dx (y2 – hy),		                                (6)

де x, y – поздовжня і поперечна координати; u – проєкція швидкості на 
вісь x; uw – швидкість рухомої стінки; h – ширина каналу;  
dp/dx ≈ Δp/l < 0 – поздовжній градієнт тиску; Δp – перепад тиску по 
довжині l плоского каналу.

Водночас, за фракційного підходу, коли друга похідна замінюється 
оператором Dy

α порядку α (1 < α ≤ 2)
μα Dy

α u(y) = dp/dx,			                                                 (7)
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профіль стає більш плоским у ядрі потоку та додає асиметрію, 
зміщуючи максимум до однієї зі стінок (рисунок 1), що відповідає 
субдифузії імпульсу через товщину шару (аномальна, нелокальна 
передача імпульсу), коли рідина «пам’ятає» попередні стани:

                       u(y) = u w (y/h)(α–1)+1/(μα Γ(α+1) )  dp/dx (yα–hy(α–1) ).                 (8)

Варто зазначити, що розв’язок (6) є окремим, стандартним 
випадком розв’язку Куетта–Пуазейля, отже фракційний вираз (8) 
коректно відтворює класичний випадок при α = 2.

 

Рисунок 1 – Профілі швидкості

Таким чином, впровадження фракційного числення основними 
перевагами застосування фракційного числення [8, 9] в обчислювальну 
гідродинаміку відкриває нові можливості для удосконалення 
моделей, що описують перехідні процеси, релаксаційні явища та 
багатомасштабну динаміку потоків.
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