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Розглянуто нелокальну задачу Діріхле для рівняння Лапласа. Для чисельного розв’язання задачі ви-
користано дискретний аналог методу Фур’є. Побудовано дев’ятиточкову різницеву схему, що дозво-
ляє оцінити похибки підвищеного порядку точності. Отримано ефективну оцінку похибки порядку 

, тобто в цій оцінці похибки беруть участь тільки відомі дані задачі. ( 4O h

Вступ 

Використовуючи метод сіток, оцінки похибок наближеного розв’язку рівняння Лапласа зазвичай 
містять максимуми модулів похідних шуканого рішення. Це природно ускладнює використання 
оцінок на практиці. В літературі відомі оцінки похибок деяких методів, виражені через вихідні дані 
задачі. Так, Вазов [1] оцінив похибку дискретного методу Фур’є для задачі Діріхле для рівняння 
Лапласа через відомі дані. Подальший розвиток цієї роботи є в роботах [2, 3]. Е. А. Волков [4], на 
відміну від цих робіт, використовуючи мажоран тний метод Гершгоріна [5] і метод підсумовуван-
ня по шарах [6], оцінив похибку також лише з відомими даними.  

Представлення розв’язання різницевої задачі (п’ятиточкової схеми) для рівняння Лапласа на 
прямокутнику за допомогою дискретного аналога методу Фур’є, запропонований і обґрунтований 
в [1], є основним інструментом для створення нових раціональних методів для знаходження її 
розв’язку як на всій сітковій області [7, 8], так і на сіткових відрізках [9], причому не тільки пря-
мокутній, але і на багатоступінчастій області. Крім того, оцінки похибки (другого порядку віднос-
но кроку сітки ), виведені в [1], є ефективними, тобто залежать тільки від відомих величин. h

У роботах [7, 8] хоча і використано представлення розв’язків дев’ятиточкової схеми, але не об-
ґрунтовано її збіжність до розв’язання диференціальної задачі. 

У цій роботі отримано ефективну оцінку порядку ( )4O h  для похибки між розв’язками 

дев’ятиточкової різницевої задачі, представлену аналогом методу Фур’є і точного розв’язання 
нелокальної задачі Діріхле для рівняння Лапласа. 

Основна частина 

Позначимо через Π  прямокутник з вершинами (0 , де  — раціональне чис-
ло. Нехай Γ  — границя цього прямокутника. 

,0), (1,0), (1, ), (0, )b b b

Введемо квадратну сітку прямими  

 ( ); 0,1,...,1 , 0,1,...,i jx x ih y y jh i h j b h= = = = = = ,  

де 1 h  и b h  — цілі числа. Нехай 

 { }( , ) : , 0,1,...,1 , , 0,1,..., ,h i jx y x x ih i h y y jh j b hΠ = = = = = = =  

а  — множина вузлів сітки, що лежать на hΓ Γ . 
Розглянемо таку задачу: 
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     (1) 

де ( )  — п’ять разів безперервно диференційована функція, причому yφ (0) ( ) 0bφ = φ = . 
Відповідну різницеву схему для задачі (1) побудуємо таким чином: 
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   (2) 

Тут припущено, що точка x c=  збігається з однією з точок ix . 
Доведено [10], що розв’язок задачі (1) визначається формулою 
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Доведемо, що розв’язок задачі (2) має вигляд 
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Очевидно, що  задовольняє крайові умови. Доведемо, що вона задовольняє і різницеву 
схему.  
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Доведемо, що 
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Враховуючи, що 
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отримаємо (3). 
Оцінимо похибки методу. Відомо 
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Відомо, що [10] 
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Тоді, враховуючи (5), маємо: 
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Насамкінець, зазначимо, що 
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З (4) і (7) випливає: 
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Використовуючи (4) і (6), отримаємо: 
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Таким чином 
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Висновки 

За дискретним аналогом методу Фур’є у випадку нелокальної задачі Діріхлє для рівняння Лап-
ласа побудовано дев’ятиточкову різницеву схему. Отримано ефективну оцінку похибки порядку 

, тобто в цій оцінці похибки беруть участь лише відомі дані задачі. 4( )O h
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