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Анотацiя
Викладено методику якiсного дослiдження функцiй, що заданi диференцiальним рiвнянням (ДР) першого по-

рядку, яке розв’язане вiдносно першої похiдної. На прикладi показано один iз важливих випадкiв застосування
методики.
A method of qualitative research functions that set the differential equation (DE) the first order, which resolved regarding
the first derivative. In the example shown in one of the important cases of application methods.

Введение
З елементами дослiдження функцiй методами математичного аналiзу студенти знайомляться ще в стар-

ших класах загальноосвiтнiх шкiл пiд час вивчення теми «Похiдна та її застосуваня». Бiльш розширено
ця тема розглядається пiд час вивчення вищої математики студентами технiчних вузiв. Типовими зада-
чами з указаної теми є дослiдження графiкiв функцiй, що заданi їх аналiтичними виразами у виглядi
y = f(x). Знання, умiння та навички, що здобутi студентами пiд час вивчення указаної теми використову-
ються i для дослiдження розв’язкiв ДР. Але у випадках, коли математична модель дослiджуваного явища
формулюється у виглядi ДР, якiсне вивчення моделi можна здiйснити ще до отримання розв’язку цього
рiвняння.

У [1, 2] пропонується елементи якiсного аналiзу ДР, що ґрунтуються на геометричнiй теорiї диферен-
цiальних рiвнянь.

Цi елементи якiсного аналiзу особливо кориснi у випадках, коли [1, 2]:

1. ДР не iнтегрується в квадратурах;
2. ДР не iнтегрується в елементарних функцiях;
3. Загальний розв’язок ДР не може бути дослiджений за звичною схемою через складнiсть аналiти-

чного виразу, що його подає.

На нашу думку, у цiлому рядi випадкiв бiльш важливим є те, що методика повного дослiдження фун-
кцiй, заданих ДР, надає можливiсть розробки структури ДР, в якiй закладено апостерiорнi вiдомостi про
дослiджувану модель.

Надалi розглянемо задачу розробки та аналiзу повної схеми дослiдження функцiй, заданих диферен-
цiальним рiвнянням першого порядку

y′ = f(x, y) :

В якостi прикладу розглядатимемо задачу визначення граничного стану цилiндричного зразка при вiсе-
симетричному стиску плоскими плитами [3].

Для побудови апроксимацiй мiж компонентами деформацiй

εZ = g(εϕ),

бiчної поверхнi цилiндричних зразкiв при торцевому стисненнi необхiдно враховувати фiзичнi умови про-
цесу деформування, якi можна сформулювати тiльки для диференцiального рiвняння типу (1).

До таких умов належать наступнi:

• на початковому етапi торцевого стиснення, при εϕ = 0 маємо просте стиснення

dεZ
dεϕ

∣∣
εϕ=0

= −2

• iз збiльшенням значення колової деформацiї εϕ, в зв’язку iз розвитком бочкоутворення бiчної по-
верхнi, вiдношення приростiв осьової εZ та колової εϕ деформацiй збiльшується (за абсолютною
величиною зменшується), тобто

d
(
dεZ
dεφ

)
dεφ

=
d2εZ
dε2φ

≥ 0

• пiд час необмеженого збiльшення деформацiй справджується рiвнiсть

lim
εϕ→∞

(
dεZ
dεϕ

)
= −1

2

• умова мiнiмальної кiлькостi параметрiв, що визначаються експериментально;
• умова iнтегруємостi диференцiального рiвняння та мiнiмальної обчислювальної складностi розв’язку

задачi визначення граничних деформацiй.
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В данiй роботi висунуто та перевiрено гiпотезу про можливiсть врахування усiх сформульованих вимог iз
використанням структури ДР, що має наступний вигляд

dεZ
dεϕ

= g (εϕ)

В данiй роботi проведено якiсний аналiз областi визначення функцiї (2), яка подана ДР

dεZ = −dεϕ
2
− 3

2
· dεϕ
1 + n2ε2ϕ

.

Показано, що область визначення функцiї g(εϕ) – множина всiх невiд’ємних дiйсних чисел: D1 ∈ [0,∞).
Дослiдження “парностi” (“непарностi”) виявило вiдсутнiсть симетрiї даної функцiї вiдносно координатних
осей та початку координат.

Дослiдження “парностi” (“непарностi”) виявило вiдсутнiсть симетрiї даної функцiї вiдносно координа-
тних осей та початку координат.

Виявлено, що дослiджувана функцiя не перiодична, оскiльки рiвняння змiнює вигляд при замiнi x на
x+ T , де T ∈ R[1]:

f(εϕ + T ) = −1

2
− 3

2
· 1

1 + n2(εϕ + T )2
= −1

2
− 3

2
· 1

1 + n2ε2ϕ + n2εϕT + n2T 2
6= f(εϕ)

Як би функцiя була перiодична, то рiвняння y′ = f(x, y) мало б перiодичнi розв’язки з довiльним
перiодом C.

Знаходження похилої асимптоти k0 = limεϕ→∞ f(εϕ) = limεϕ→∞

(
− 1

2 −
3
2 ·

1
1+n2ε2ϕ

)
= − 1

2 ; коефiцiєнт

b0 визначається з рiвняння b0 = limεϕ→∞ (f(εϕ)− k0εϕ) = limεϕ→∞

(
− 1

2 −
3
2 ·

1
1+n2ε2ϕ

+ 1
2εϕ

)
= 0;виявило,

що дослiджувана функцiя має похилу асимптоту εz = − 1
2εϕ.

При дослiдженнi другої похiдної по та по , в нашому випадку:

f ′(εz)εz = 0;

f ′(εz)εz =

(
−1

2
− 3

2
· 1

1 + n2ε2ϕ

)′

=
3

2
·
(
1 + n2ε2ϕ

)′(
1 + n2ε2ϕ

)2 (1 + n2ε2ϕ
)′

=
3

2
· 2n2εϕ(

1 + n2ε2ϕ
)2 · 2n2εϕ =

12n4ε2ϕ(
4 + 4n2ε2ϕ

)2 .
f ′(x)x· ⇒ f ′(εϕ)εϕ =

12n4ε2ϕ(
4 + 4n2ε2ϕ

)2 > 0.

було зроблено висновок про те, що функцiя увiгнута на всьому промiжку монотонного зростання
εϕ ∈ [0;∞).

Перетворивши функцiю до вигляду ДР з вiдокремленими змiнними: dεz = −dεϕ2 −
3
2 ·

dεϕ
1+n2ε2ϕ

було зро-
блено висновок про те, що дане рiвняння не має очевидних розв’язкiв, таких, якi перетворюють рiвняння
в невизначенiсть, та про вiдсутнiсть особливих розв’язкiв.

Запропонована схема дослiдження функцiй, заданих звичайними диференцiальними рiвняннями пер-
шого порядку, розв’язаними вiдносно похiдної, дає можливiсть досить повно вивчити поведiнку їх iнте-
гральних кривих, i, отже, – дослiдити на якiсному рiвнi модельований такими рiвняннями процес.
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