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Вступ

В останні роки велике розповсюдження отримав бездротовий мобільний зв’язок [1]. 
Для підвищення пропускної здатності та надійності бездротового зв’язку використовують 
просторову диверсифікацію за допомогою кількох передавальних та кількох приймаль­
них антен, а також часову диверсифікацію на основі просторово-часового кодування [2 ].

Великі можливості для нових видів зв’язку можуть надати циклічні коди [3], якщо роз­
робити для них процедури кодоперетворення з врахуванням особливостей оброблення да­
них в багатовимірному просторі. Пропонується новий клас циклічних кодів для передаван­
ня по каналах зв’язку із кількома антенами — просторово-часові циклічні коди (ПЧЦК).

Математичні основи просторово-часових циклічних кодів

Для кодування/декодування m-рядкового просторово-часового циклічного (г×( n, k)-ко- 
ду пропонується вибрати багатовхідну лінійну послідовнісну схему (ЛП С) [4], яка над 
полем Галуа G F (q)  визначається функцією станів (переходів)

або
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( 1)

и функцією виходів
(2)

— характеристичні матриці ЛПС;

— вектор вхідних сигналів; — вектор станів, r -  п -  k .

В подальшому всі обчислення стосуються поля Галуа GF( 2) і можуть бути легко уза­
гальнені і для поля Галуа GF(q), q > 2.

Вибір характеристичних матриць А  и В визначається вимогою r-керованості ЛПС, 
тобто можливості переходу із будь-якого стану S i в стан Sj  не більше, ніж за r  тактів ро­
боти автомата.

При апаратній реалізації ЛПС найбільш зручно використати такі два види матриць А і 
В, які задовольняють умові r -керованості ЛПС:

де

( 3)

(4)



перетворюється в задачу визначення розв’язності системи із г лінійних рівнянь. Така сис­
тема рівнянь буде однозначно розв’язною, якщо кількість невідомих не буде перевищува­
ти кількості рівнянь, а самі рівняння будуть лінійно незалежними. Перша умова вимагає 
зменшення (т×r) невідомих в т раз. Цього можна досягти лише в тому випадку, якщо 
всі компоненти г-го рядка матриці Um(t)  або будуть рівними нулю, або будуть збігатися 
із значеннями аналогічних компонент інших ненульових рядків матриці Um( t ) .  Тоді до­
буток такої матриці Um( t ) з матрицею керованості Lr,m над полем Галуа G F (2) дає сис­
тему із r лінійно незалежних рівнянь із г невідомими, яка однозначно розв’язна відносно 
Um(t) .  Можна вважати, що матриця керованості L r m в цьому випадку має ранг г.

Теорема 1 доведена.
Якщо вказана система рівнянь має тільки т (т < r) лінійно незалежних рівнянь, тоді 

можна отримати 2г-т варіантів її розв’язання, які надалі будуть коректно використані в 
операціях кодування-декодування просторово-часових циклічних кодів.

Кодування просторово-часових циклічних кодів

Для одновходової ЛПС смисл операції кодування при використанні математичного апа­
рату ЛПС такий. При подачі на входи ЛПС k-вимірної інформаційної послідовності І(х)  
відбудеться перехід ЛПС із відомого початкового стану Sbeg(0) в деякий стан S(k) .  Далі 
обчислюється така r-вимірна контрольна послідовність R (x ) ,  під дією якої ЛПС повинна 
перейти у кінцевий стан S end(n), який збігається із початковим станом Sbeg(0). Як прави-
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де b1 = . . .= bт =1, bm+1 = ...  = br = о .
Елементи останнього стовпчика матриці А із (3) т а  елементи останнього ряд ка  матриці

А  із (4) представляють собою коефіцієнти породжувального багаточлену

Для m-входової ЛПС ( r×r)  матриця В із (3) та із (4) має т ненульових рядків і сто­
впчиків (т < r).

Розглянемо питання керованості ЛПС для наведених вище характеристичних матриць.
Теорема 1 . ЛПС, яка визначається характеристичними матрицями А и В виду (3) 

або виду (4) буде r-керованою, якщо на всі входи Л П С  надходить або однакова нену- 
льова вхідна послідовність U ( t ) довжини не більше г, або вказана послідовність U(t)  
надходить лише на частину входів ЛПС, а на інші входи надходить нульова послідов­
ність т ієї ж довжини.

Доведення. Із теорії ЛПС відомо, що ЛПС з одним входом є r -керованою тоді і лише 
тоді, коли існує вхідна послідовність U f(t)  довжиною не більше r , яка переводить ЛПС 
із деякого початкового стану S beg(0) в стан S end(r) у відповідності з рівнянням

де матриця керованості L r має вигляд

Оскільки ліва частина рівняння ( 6 ) може бути довільним r -вимірним вектором W r, 
тому задача r-керованості зводиться до визначення розв’язності рівняння

відносно невідомого вектора U 1(t)  для довільного вектора W r.
Для матричного рівняння ( 8 ) критерієм його розв’язності, а значить і r -керованості 

ЛПС, може служити величина рангу матриці керованості L r, який має дорівнювати r .
Для m-входової ЛПС вхідна послідовність представляє собою матрицю Um( t ) розмір­

ністю ( т × r ),  а матриця керованості L r,m складається із r підматриць L r(i) ( і = 1÷r) кож­
на розмірністю ( r×т )

Для такої ЛПС задача визначення розв’язності рівняння

(б)

(7)

(8)

(9)

(5)
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де Um(x)  — матриця зі стовпчиками матриці R m(x),  записаними в інверсному порядку.
Рівність (14) буде виконана, якщо ЛПС може перейти із будь-якого стану в інший за­

даний стан, наприклад в стан S (0)(n), за проміжок часу не більше, ніж r  тактів, лише то­
ді, коли ЛПС буде r-керованою. Згідно з Теоремою 1 ця вимога виконується для ЛПС, 
якщо на її т входів подається вхідна послідовність Um(t) ,  яка відповідає вимогам влас­
тивості для контрольної послідовності R m(x).

Теорема 2 доведена.
Наслідок 1. В матриці R m( x ) можуть бути стовпчики лише двох типів:

-  стовпчики, які містять лише нулі (будемо їх називати нульовими);
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ло, початковим станом ЛПС вибирають нульовий стан S (0). Алгоритм пошуку такої конт­
рольної послідовності R (x )  показаний в [5].

Покажемо, що основна стратегія кодування зберігається такою же і для просторово- 
часового циклічного (m×(n,k ))-коду, для якого інформаційна послідовність Іm( х ) пред­
ставляє (m×k)-матрицю, а контрольна послідовність R m( x ) -  (m×r)-матрицю. За аналогі­
єю із одновходовою ЛПС об’єднання послідовностей І т(х)  та R m(x )  будемо іменувати 
кодовою послідовністю Ст( х )

( 10)
яка представляє собою (m×n)-матрицю.

Теорема 2. т-вхідна Л П С  із початкового стану Sbeg(0) через r тактів часу перейде 
в стан S end(n), який збігається із станом S beg(0), якщо матриця R m(x)  в кодовій по­
слідовності (10) має таку властивосте i-й рядок матриці або нульовий, або збігаєть­
ся з іншим ненульовим рядком ( і = 1÷m).

Доведення. Із теорії одновхідної ЛПС [4] відомо, що під час подачі на вхід ЛПС, яка 
знаходиться в початковому стані Sbeg(0), k-вимірного вектора І ( х )  ЛПС перейде в де­
який інший стан S ( k), який визначається із рівняння

Для m-вхідної ЛПС під час подачі на її входи інформаційної послідовності І т(х )  анало­
гічне рівняння матиме вигляд

в якому використовується (т, m×k)-матриця керованості L k,m·
Якщо далі на входи ЛПС подати контрольну послідовність R m( x ) ,  яка задовольняє 

вимогам Теореми 2, тоді ЛПС перейде в стан Send(n ), який визначається рівнянням

( 11)

( 12)
де використовується (т, m×r)-матриця керованості L r m.

Підставляючи в (12) значення вектора S (k )  із (11) отримаємо

Виконаємо такі перетворення:

Значення виразу Lk,m× Im(x) визначає стан, в який перейде ЛПС після подачі на її 
входи послідовності І т(х) , а значення виразу Ar×Lk,m×Im(x) визначає черговий стан, в 
який перейде ЛПС після подачі на її входи (m×r)-матриці, що містить лише нулі.

Кінцевий стан S end(n ) ЛПС після п тактів роботи буде збігатись з її початковим ста­
ном S beg(0) лише в тому випадку, коли виконується така рівність

або
( 13)

(14)
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-  стовпчики, які містять як нулі, так і одиниці, причому всі такі стовпчики од­
накові (будемо їх називати одиничними).

На підставі доведених теорем можна створити алгоритм кодування для просторово-ча- 
сового циклічного (m × (n ,k ))-коду (Алгоритм 1).

Алгоритм 1.
1. Визначити за формулою (1) вектор стану S (k ) ,  в який перейде ЛПС із початкового 

нульового стану S (0) після подавання на її входи послідовності І т(х).
2. Визначити за формулою (1) проміжний вектор стану S (0)(n), в який перейде ЛПС із 

початкового стану S ( k) після подавання на її входи нульової послідовності О т( х ) ( ( r×r)- 
матриці, яка складається лише із нулів).

3. На основі формули (14) скласти систему із r лінійних рівнянь відносно невідомих ком­
понент матриці Um(x) ,  праві частини яких прирівнюються компонентам вектора S(0)(n).

4. Знайти одне або кілька допустимих розв’язків складеної системи рівнянь відносно 
невідомих компонент матриці Um(x),  наприклад методом Гауса [6].

5. Визначити із матриці Um(x)  контрольну послідовність R m(x).
6 . Сформувати кодову послідовність (10).
7. Кінець.

Декодування просторово-часових циклічних кодів

Розглянемо суть операції декодування для просторового-часового циклічного (r×(n,k)-  
коду з позицій теорії ЛПС.

При подаванні на входи ЛПС, початковий стан S beg( 0) якої нульовий S (0) (Sbeg(0) = 
= 5 (0 )) , сформованої за алгоритмом 1 кодової послідовності Ст(х)  відбудеться перехід 
ЛПС знову в нульовий стан 5 (0 ). При наявності помилок в кодовій послідовності, яку 
позначимо як Сеrr(х ) ,  ЛПС перейде під її дією в деякий ненульовий стан S err(n), який 
іменують синдромом.

Теорема 3. В просторового-часовому циклічному ( r×(п ,k )-коді існує така закономір­
ність між розташуванням поодинокої помилки в послідовності Сеrr( х ) та значенням 
синдрому помилки S err(n ) для r-входової ЛПС:

а)  помилка в компоненті (1,1) матриці Сеrr(х)  приводить до появи синдрому S1,1err, 
для переходу в який із нульового стану 5 (0 ) необхідний один одиничний вектор із кон­
трольної послідовності R m(x);

б )  помилка в компоненті ( i , j ) матриці Сеrr(х) приводить до появи синдрому Si,jerr із 

якого можна перейти до синдрому S1,1err за допомогою [ i-j] нульових векторів із контроль­
ної послідовності R m(x); де [ ] означає абсолютне значення результату, і = 1÷r, j  = 1 ÷r.

Теорема 3 є по суті узагальненням відомої теореми Меггітта [3], сформульованою для 
традиційних циклічних кодів, які описуються одновхідною ЛПС. Тому і доведення Тео­
реми 3 також є лише узагальненням теореми Меггітта з врахуванням особливостей прос­
торово-часових циклічних кодів.

Наслідок 2. Для r-вхідної ЛПС є (2г -  1) синдромів помилок, які відповідають г2 по­
милкам в послідовності Сеrr(х) ,  за такими правилами:

а) r синдромів Si,jerr, які відповідають помилкам компонент в головній діагоналі матри­
ці Сеrr(х), і = 1÷ r.

б) (r  -  і + 1) синдромів Si,jerr які відповідають помилкам в компонентах діагоналей матри­
ці Сеп(х), розташованих на відстані ( r -  1) від головної діагоналі цієї матриці, і = 1+r, 
j  =1 ÷ r.

Можна запропонувати такий спосіб декодування поодиноких помилок в послідовності 
Сеrr( х ) після отримання синдрому помилки. Згідно з теоремою Меггітта для синдромно­
го декодування традиційних циклічних кодів достатньо зберігати лише один синдром, 
який відповідає помилці в старшому розряді кодового вектора. Інші синдроми, що відпо­
відають поодиноким помилкам в кодовому векторі, легко отримуються за допомогою ци­
клічного зсуву коду.
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Покажемо, що і для просторово-часових циклічних кодів достатньо зберігати лише один 
синдром S1,1err(n), який відповідає помилці у компоненті (1,1) В послідовності Сеrr(х). Інші 
синдроми, які вказують на місцезнаходження поодиноких помилок в послідовності Сеrr(х) 
можна отримати за допомогою такого алгоритму декодування запропонованих кодів.

Алгоритм 2.
1. Установити початкове значення індексу і: і = 1. Визначити за формулою (1) вектор 

стану S(n  + і -  1), в який перейде ЛПС із початкового нульового стану S (0) після пода­
вання на її входи кодової послідовності Сегг(х).

2. Якщо S (n + І  -  1) = S1,1err(п), тоді перейти до п. 5.
3. Обчислити новий стан ЛПС за формулою: S (n + і) = A xS(n  + і - 1);
4. Збільшити індекс j: і = і + 1. Якщо і = k то перейти до п. 6 , інакше перейти до п. 2.
5. Можлива одна із ( r -  і) поодиноких помилок, які знаходяться в компонентах діаго­

налей матриці Сегг(х ) ,  розташованих на відстані (і  -  1) від головної діагоналі цієї мат­
риці, і = 1÷ r .

Перейти до п. 7.
6 . В послідовності Сеrr(х),  наявні кратні помилки, які не виявляються даним алгоритмом.
7. Кінець.
Розглянутий метод декодування помилок стосується лише першої частини кодової по­

слідовності Сеrr( х ) — інформаційної послідовності І т(х) .  Для цієї послідовності відсут­
ня взаємно-однозначна відповідність між усіма поодинокими помилками та синдромами 
цих помилок, оскільки кількість цих помилок перевищує кількість можливих синдромів 
помилок. Однак розташування цих поодиноких помилок підпорядковане простим матема­
тичним правилам, які випливають із матричної природи ЛПС. Отже, за значеннями син­
дромів помилок можна відразу вказати можливі варіанти неправильних компонент в по­
слідовності І т(х) ,  а потім додатковими обчисленнями точніше локалізувати помилки.

Для контрольної послідовності R m( x ) пошук помилок значно спрощується завдяки 
дуже простій структурі матриці R m(x),  яка визначається теоремою 2. В контрольній по­
слідовності R m(x)  можна точно локалізувати, а значить і виправити, не тільки всі пооди­
нокі помилки, але і велику кількість кратних помилок.

П р и к л а д .  Задана 4-вимірна 4-входова ЛПС (т  = 4 , r = 4, k = 4 п = 8 ), яка визнача­
ється такими характеристичними матрицями:

(15)

Елементи останнього стовпчика матриці А із (15) є коефіцієнтами породжувального 
багаточлену

Нехай на входи Л ПС надходить така інформаційна послідовність I 4 (x ):

(16)
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Матриця керованості L 4, 4 має такий вигляд
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Сформуємо для послідовності (16) кодову послідовність С4(х). Згідно з п. 1 алгоритму 
визначимо вектор стану, в який перейде ЛПС після подачі на її входи послідовності (16).

Далі визначимо проміжний вектор стану S (0)(8), в який перейде ЛПС після подачі на 
її входи нульової послідовності O4(x):

На основі формули (14) складаємо матричну систему рівнянь відносно невідомих 
компонентів матриці U4(x ) ,

(17)

Виберемо такий варіант контрольної послідовності R 4(x ) ,  який відповідає вимогам те­
ореми 2: на перший та третій входи ЛПС надходять однакові сигнали, а на другий та че­
твертий входи -  завжди нулі. Такий варіант обмежень на вхідні сигнали еквівалентний 
таким значенням компонентів матриці U4(t ):

Висновки

Створення просторово-часових циклічних кодів стало можливим завдяки використан­
ню перспективного математичного апарату ЛПС.

На відміну від традиційних одновхідних ЛПС, для багатовхідних ЛПС властива бага- 
товаріантність розв’язання рівняння (14) і, відповідно, існує можливість вибору різних 
видів контрольної послідовності R m(x).
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В результаті матрична система рівнянь (17) перетвориться в систему чотирьох ліній­
них рівнянь:

Враховуючи, що u11=u 3 1 , и14=и34, и 12=u 32 та u13=u 33, система рівнянь (18) ма­
тиме такі розв’язки

В результаті для просторово-часового циклічного (4х(4,4)-коду матимемо таку конт­
рольну послідовність R 4(x )  та відповідну їй кодову послідовність C4(x ):

(18)
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Пропонується контрольної послідовності R m(x )  такого виду:
— рядки з парними номерами вибираються нульовими;
— рядки з непарними номерами задаються рівними один одному.

Перевагою такого вибору кодування є, по-перше, можливість додаткового контролю 
перед основною процедурою декодування, по-друге, зменшення впливу міжсимвольної ін­
терференції в процесі передавання даних.

Конкатенація матриць Іт(х)  та R m(x)  утворює матрицю Ст( х ) кодових сигналів, яка 
після модуляції за допомогою т антен передається по m-потоковому каналу зв ’язку. 
Приймач за допомогою т приймальних антен приймає цю матрицю кодових сигналів і 
після демодуляції направляє її для декодування на таку ж ЛПС, яка використовувалась 
в передавачі. Під дією отриманих кодових сигналів ЛПС переходить в деякий стан, який 
визначає відсутність чи наявність помилок в цих сигналах. Розроблена методика парале­
льного декодування помилок заданої кратності в кодових словах за допомогою багатовхі- 
дної Л ПС.

Дуже важливою властивістю запропонованих кодів є наявність по суті одного контро­
льного вектора для т інформаційних векторів. Це може забезпечити стиснення т кодо­
вих векторів при передачі в традиційних однопотокових каналах і можливість уточнення 
розташування можливих помилок при декодуванні в бездротових багатопогокових кана­
лах.

Такі циклічні коди дозволяють також значно підвищити пропускну здатність бездрото­
вих систем зв’язку, які здійснюються кратними передавальними та приймальними анте­
нами.
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