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Рассмотрено применение булевой алгебры кубических 
функции в качестве теоретической основы для проектиро­
вании нового класса вычислительных структур. Предложен 
вариант универсальной программируемой систолической 
структуры, в которой обеспечивается принцип однородно­
сти на уровне составляющих ее ячеек.

Розглянуто застосування бульовоi алгебри кубiчних функ- 
цiй як теоретичноi основи для проектування нового класу 
обчислювальних структур. Запропоновано варiант ун вер- 
сальноi програмуемоi систолiчноi структури, у якiй забез- 
печуеться принцип однор iдностi па рiвнi ячейок, що ii со 
ставляють.

К л ю ч е в ы е  с л о в  а:  булева алгебра, программируемая 
логическая интегральная схема, систолическая структура.

В настоящее время все более расширяется при­
менение программируемых логических инте­
гральных схем (П Л И С): от простейших ПЛМ 
до сложных многоступенчатых и многоблочных 
матриц, содержащих до 20 ООО эквивалентных 
вентилей [1, 2].

Несмотря на достигнутые успехи, имеется 
много проблем, связанных с проектированием, 
изготовлением и использованием ПЛИС. В сов­
ременных программируемых БИС так и не уда­
лось разрешить противоречние между универ­
сальностью и специализацией.

Существенным недостатком выпускаемых схем 
является большое время реализации заданной 
функции. В многоступенчатых ПЛИС можно ре­
ализовать любую многоуровневую комбинаци­
онную схему путем объединения нескольких 
уровней внутренних вентилей, однако задержка 
распространения сигнала на каждый логический 
уровень составляет 10—20 не [2].

К числу нерешенных проблем ПЛИС можно 
отнести неэффективное использование площади 
кристалла (50—80 %) и сложность репрограм- 
мирования.

Одной из причин, обусловливающей наличие 
указанных проблем, является то, что внутренняя 
структура всех ПЛИС по сути содержит точные 
функциональные эквиваленты стандартных ло­
гических микросхем средней и малой степени 
интеграции. Таким образом, с объединением 
элементов в БИС суммируются и недостатки, 
присущие традиционному методу проектирова­
ния цифровых устройств па основе заданного 
набора отдельных микросхем.

Рассмотрим новый способ вычисления буле­
вых функций, используемый для получения но­
вого класса программируемых схем.

Булева алгебра кубических функций. С мо­
мента становления теории проектирования ЭВМ 
формальным аппаратом для описания логичес­
кой стороны процессов в цифровых устройствах 
служит булева алгебра логических функций, или 
алгебра Линденбаума-Тарского, которая изо­
морфна алгебре логических функций [3].

Основываясь на известном определении буле­
вой алгебры (булевой структуры) как матема­
тического объекта, можно предложить ее раз­
личные конкретные реализации [4].

Рассмотрим пример реализации булевой ал­
гебры на основе математического аппарата ис­
числения кубических комплексов, в котором ис­
пользуются понятия г-кубов и операций над ни­
ми (r = 0 ,  1 ,. . . ,  л) [5]. В общем виде r-куб 
представляет собой n-мерный набор е1е2...еn 
(еi= { 0 , 1 ,  × }) ,  причем число r независимых ко­
ординат в кубе определяет его размерность 
( i = l ÷ η ) .  Д ва r-куба, содержащие r одноимен­
ных независимых координат ×  и различающи­
еся только одной координатой, могут образо­
вать один (r + 1 )-к у б ,  (r+ 1 ) - я  независимая ко­
ордината которого соответствует координате, ко­
торой различаются r-кубы.

Рассмотрим структуру вида

( 1)

где на множестве элементов Ац,

выделены два «особых» элемента О и I, опре­
делены две бинарные операции (пересечение 
П и объединение U кубов), одна унарная опера­
ция (дополнение — ).

Элементами множества Ан являются г-кубы 
(r = 0 , 1 , ,  n— 1), а также один n-куб («осо­
бый» элемент I) и один пустой куб («особый» 
элемент О) .

Если для определения операций пересечения, 
объединения и дополнения кубов использовать 
систему аксиом аналогично как и для общепри­
нятого определения булевой структуры [4], то 
структуру вида (1) можно рассматривать как 
булеву структуру.

Рассмотрим множество Z, содержащее все 
О-кубы из множества Ан (Z c i Ah). Сопоставим 
каждому из 2n кубов множества Z число 0 или 
1, т. е. проведем однозначное отображение мно­
жества Z на множество Y= { 0 , 1 } .

Назовем кубической функцию, которая дает 
однозначное отображение Z в Y. Множество 
О-кубов, на которых кубическая функция φ рав­
на 1 (0), будем называть единичным (нулевым) 
кубическим комплексом K0(1) (К0(0)), а булеву 
структуру вида ( 1 ) — булевой алгеброй кубиче­
ских функций, которая является изоморфной 
булевой алгебре логических функций.© В. П. CEMEPEHKO. 1992.
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Рис. 1.
i

Операциям дизъюнкции, конъюнкции и отри­
цания в булевой алгебре логических функций 
соответствуют операции объединения, пересече­
ния и дополнения кубов в булевой алгебре ку­
бических функций II вида (1). Комплекс К0(1) 
(К0(0)) соответствует множеству элементарных 
конъюкций совершенной дизъюнктивной нор­
мальной формы (СДНФ) логической функции
ψ (инверсной логической функции ψ ).

Назовем D -покрытием (R -покрытием) мини­
мальное число кубов максимальной размернос­
ти r (r ≥ 0 ), которые в совокупности содержат 
все кубы комплекса К0(1) (К0(0)).

Каждый куб dj (rj) D-покрытия (R -покрытия) 
кубической функции φ соответствует одной им- 
пликанте минимальной Д Н Ф  изоморфной ей 
логической функции ψ (инверсной логической
функции ψ) таким образом, что единичное (ну­
левое) значение компоненты куба соответству­
ет прямому (инверсному) значению переменной 
в импликанте минимальной ДН Ф, причем чис­
ло п компонент куба равно числу переменных 
логической функции (j = l ÷ m).

Например, минимальной ДН Ф логической
функции ψ (инверсной логической функции ψ ),

соответствуют следующие покрытия:

Эти покрытия однозначно определяют функ­
ционирование комбинационной схемы, поэтому

используется только одно из них, а именно по­
крытие, которое содержит меньшее число кубов. 
В дальнейшем будет рассматриваться только 
D -покрытие.

Традиционный метод синтеза комбинационной 
схемы (КС) на основе заданных МДНФ логи­
ческой функции ψ (или покрытий кубической 
функции φ) заключается в выборе совокупности 
логических элементов из заданной системы ло­
гических элементов, которые соединяются таким 
образом, чтобы КС реализовала функцию г|> 
(или φ).

Выполняемую КС операцию можно интер­
претировать как установление принадлежности 
входного набора Lk множеству наборов, на 
которых функция ψ (Lh) или ф (Lh) принимает 
значение логической единицы (логического 
нуля).

В алгебре кубических функций установление 
принадлежности входного набора Lh указанно­
му множеству наборов может быть выполнено 
аналитически с помощью операции пересечения 
кубов.

Суть данной операции заключается η следу­
ющем. По определению [5] операция пересече­
нии куба α =  α 1α2 ... αn и куба β = β 1β2.. .  β n обо­
значается как γ =  αΠ β и служит для выделения 
куба γ = γ1γ2. . . γ n · являющегося общей частью 
кубов а  и β. Значение компоненты опреде­
ляется по табл. 1: γ i =  αΠ β i (i= l ÷ n). Знак 0  
означает пустое пересечение. Например, если 
а = { 1 × 10}, β = { × θ × θ}, то куб у равен 1010:

Входной набор L h будет принадлежать мно­
жеству наборов, на которых функция φ (Lh) 
принимает значение единицы (нуля), если су­
ществует непустое пересечение набора Lh хотя 
бы с одним кубом D -покрытия (имеет место 
пустое пересечение набора Lh со всеми кубами 
D -покрытия):
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Например, набор L h= 1 1 0 1  принадлежит 
множеству наборов, на которых функция ψ (а, 
b, с, е) принимает единичное значение, посколь­
ку существует непустое пересечение с одним 
кубом D-покрытия (2):

Вычисление кубических функций. Отличи­
тельной особенностью выполнения операций над 
кубами является возможность разбить весь про­
цесс выполнения операций пересечения входных 
наборов аргументов кубической функции с ку­
бами покрытий этой функции на элементарные 
независимые один от другого фрагменты вычи­
слений и организовать параллельную обработ­
ку данных.

Схема для реализации кубической функции 
представляет собой устройство, в котором мож­
но выделить операционный и управляющий ав­
томаты. Операционный автомат, именуемый в 
дальнейшем программируемой систолической 
структурой (ПСС), содержит m× m ячеек 1, m 
элементов свертки (ЭС) 2 и m элементов ИЛИ 3 
(рис. 1). Управляющий автомат синтезируется 
традиционным способом.

Ячейка 1, представленная на рис. 2, предназ­
начена для выполнения компонентной опе­
рации пересечения lkiПdjk а также хранения 
исходных данных и результатов указанной опе­
рации в течение одного цикла работы ПСС. 
Элемент свертки, изображенный на рис. 3, пред­
назначен для формирования окончательного ре­
зультата вычисления кубической функции на 
соответствующих входных наборах ее аргумен­
тов.

Число mD кубов покрытия и число п компо­
нент кубов связаны с параметром т  ПСС сле­
дующим образом: m D ≤ m , n ≤ m .

Если n< m , то (m—n) разрядов соответству­
ющего покрытия дополняется значениями × . 
Если mD< m ,  тогда к соответствующему покры­
тию добавляется (m—mD) строк, являющихся 
копиями одной из строк этого покрытия. Для 
простоты изложения будем предполагать, что 
mD= m, n = m .

Процесс вычисления значений кубической 
функции осуществляется по циклам, каждый из 
которых состоит из трех тактов.

D-покрытие кубической функции φ, значения 
которой определяются с помощью ПСС, запи­
сывается в матрицу ячеек 1 через вертикальную 
группу входов 51, ... . 5m· На j -й вертикальный 
вход 5i со сдвигом во времени на (j — 1) цикл 
относительно поступления компонент первого 
куба d1 поступают компоненты j-го куба dj,

В начале каждого цикла компоненты кубов 
D -покрытия с i-й ячейки 1 переписываются в 
соседнюю снизу (i+ l ) - ю ячейку 1 ( i=1÷m);  с 
m-й ячейки 1 по цепи обратной связи через схе­
му ИЛИ 3 переписываются в первую ячейку 
этого же столбца.

На i-й горизонтальный вход 4i со сдвигом во 
времени на (i— 1) циклов относительно поступ­
ления компонент входного набора Li аргумен­
тов кубической функции φ поступают компонен­
ты набора L i,

начиная с компоненты li1 (i= 1÷ m ). После по­
ступления на t-й горизонтальный вход 4 i послед­
ней компоненты lim набора L, на следующем цик­
ле на указанный вход поступает первая компо­
нента l1i+m набора Li+m:

На рис. 1 величина сдвига во времени в цик­
лах  обозначена буквой τ.

Процесс вычислений в матрицей ячеек 1 на­
чинается с активизации ячейки 1 с координата­
ми (1, 1).

В первом такте первого цикла работы в этой 
ячейке выполняется операция

(4)
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Поскольку в настоящее время отсутствуют 
элементы для непосредственной реализации опе­
рации пересечения кубов, ячейки ПСС должны 
реализоваться на стандартных логических эле­
ментах. Такая реализация возможна, если пе­
рейти к двоичному представлению d ' jkd " jk ком­
поненты djk, D -покрытия следующим образом:

Тогда таблица истинности логической функции 
ψ, реализуемой ячейкой ПСС, представится 
табл. 2, а ее аналитическая форма будет иметь 
вид

На втором такте первого цикла работы в 
первый R ST -триггер первого ЭС 2 записывает­
ся результат (4).

После циклического сдвига в матрице ячеек 
1 на их вертикальные входы с координатами
(1,1), (1,2), (2,1) поступают соответствующие 
компоненты D -покрытия, а на горизонтальные 
входы указанных ячеек 1 — соответствующие 
компоненты входных наборов. В результате на 
первом такте второго цикла работы выполняют­
ся следующие операции:

На втором такте второго цикла работы (см. 
рис. 1) полученные результаты (5) в ячейках 1 
с координатами (1,1) и (1,2) записываются в 
первый ЭС 2 (соответственно в первый и вто­
рой R S T -триггеры), а результат (5) в ячейке 1 
с координатами (2,1) записывается во второй 
ЭС 2 (в первый R S T -триггер).

Начальные состояния всех R S T -триггеров ну­
левые.

Далее фронт выполняемых операций переме­
щается к ячейкам 1 с координатами (3,1),
(2,2) и (1,3) и, следовательно, порождается 
волна вычислений, бегущая вниз по матрице 
ячеек 1.

В ячейке 1 с координатами (i, j ), начиная с 
(i + j - 1) -го цикла и в течение последующих 
(m - 1) циклов, выполняется операция пересе­
чения компонент набора L i с компонентами од­
ного куба dj, при этом определяется следующая

подфункция:

Значение подфункции φj/ (L i) фиксируется в 
j -м R S T -триггере i-гo ЭС 2.

При прохождении компонент набора L i через 
все ячейки 1 i-й строки поочередно формирует­
ся результат выполнения операции пересечения 
Li со всеми кубами D -покрытия. Эти результа­
ты будут зафиксированы в соответствующих 
R S T -триггерах i-го ЭС 2.

, На первом такте (i+ j + m - 1)-го цикла j -й 
R S T -триггер i-гo ЭС 2 приравнивается нулю и 
тем самым подготавливается к формированию 
результата операции пересечения куба dj с на­
бором Li-m ·

Окончательный вывод о результатах опера­
ции пересечения набора L i с D -покрытием фор­
мируется на третьем такте ( m + m + i- 2 ) -го ци­
кла работы на основе следующего соотношения:

Соотношения (6) и (7) эквивалентны соотно­
шению (3).

Значение функции φ (Li) фиксируется в 
^ S -триггере i-гo ЭС 2, т. е. на выходе ПСС.

Значение кубической функции φ, начиная с 
(2m - 1)-го цикла, будут появляться на каждом 
цикле поочередно на выходах ПСС в последо­
вательности, приведенной на рис. 1. ПСС мо­
жет программироваться на вычисление любой 
кубической функции.

Поскольку булева алгебра логических функ­
ций изоморфна булевой алгебре кубических 
функций, с помощью ПСС, синтезированных на 
стандартных логических элементах, вычисляют­
ся по сути и логические функции.

Систолическая реализация стандартных вы­
числительных узлов. Для реализации на основе 
ПСС любого вычислительного узла необходимо 
лишь найти соответствующие кубические по­
крытия, которые определяют функционирование 
заданного узла, и. записать их в ПСС.

Очевидно, что представление многих стандар­
тных вычислительных узлов (умножителей, мно­
горазрядных сумматоров и т. д.) в виде одного 
покрытия практически нереально ввиду его 
большой размерности. Такие узлы могут быть 
описаны конечным набором покрытий отдель­
ных его подсхем. Тогда каждая подсхема пред­
ставится одной ПСС небольших размеров, а 
межсоединения отдельных ПСС будут опреде­
ляться конфигурацией связей подсхем в узле.

Например, n-разрядный комбинационный сум­
матор целесообразно представить в виде n 
Dc-покрытий функции суммы и n Dn-покрытий
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функции переноса одноразрядного сумматора 
вида

Следует отметить, что в систолическом сум­
маторе параллельно и независимо функциони­
руют четыре n-разрядных последовательных 
сумматора. Общее число Ncc логических эле­
ментов (триггеров и вентилей) в нем составит
144 n.

На основе ПСС может быть также реали­
зовано вычислительное устройство с памятью 
(конечный автомат) при условии представле­
ния его в виде комбинационной схемы, содер­
жащей контуры обратной связи с задержками. 
Комбинационная часть такого устройства может 
быть выполнена в виде набора ПСС. При этом 
обратные связи сохранятся, однако моделиро­
вать задержки нет необходимости, поскольку 
ПСС уже является автоматом.

Полученный в итоге систолический автомат 
(СА) позволяет в конвейерном режиме вычис­
лять автоматные функции от m входных после­
довательностей (если ПСС содержит m × m  
ячеек). 

В синхронном автомате смена внутренних со­
стояний происходит через каждый цикл дли­
тельностью /ел- За время TcA =  mtcA в С А  вы­
полняются действия, которые моделируют сме­
ну одного состояния традиционного автомата 
(ТА) в течение времени tTA. Другими словами, 
величины tс а  и tт а  представляют собой дли­
тельности автоматного такта соответственно в

1 * · I I' Ч

СА и в моделируемом ТА. При этом величина 
tcA всегда постоянна, поскольку ПСС неизмен­
на, а величина tTA зависит от сложности комби­
национной части ТА.

Пусть для вычисления некоторой автоматной 
функции δ (Li) необходимо r автоматных так­
тов. Тогда период времени вычисления указан­
ной функции от т  входных последовательностей

составит соответственно в ТА и СА

Принципиальное отличие кубических покры­
тий от других форм представления булевых 
функций, в том числе от матричного представ­
ления, заключается в возможности параллель­
но-конвейерной обработки покрытий. При этом 
уровень конвейерной обработки имеет такой 
минимальный цикл, который недостижим при· 
других формах представления булевых функ­
ций. В результате существенно повышается так­
товая частота и, следовательно, производитель­
ность ПСС по сравнению с известными ПЛИС.

ПСС является универсальным устройством и 
его архитектура не зависит от вида реализуе­
мой функции. Настройка ПСС на выполнение 
заданной функции осуществляется путем ее за ­
писи в ячейки ПСС. В процессе функциониро­
вания ПСС обеспечивается равномерное и пол­
ное использование пространства схемы.

При большом числе n переменных булевой 
функции ПСС экономичнее ПЗУ, поскольку в 
ПЗУ необходимо записывать все 2n импликант 
совершенной Д Н Ф  булевой функции.

По сравнению с традиционными систоличес­
кими структурами [6] рассматриваемый подход 
обеспечивает регулярность вычислительной 
структуры не только на макроуровне, но и на 
уровне ячеек. Полученная в итоге микрорегу- 
лярная систолическая структура является бо­
лее быстродействующей и универсальной. При 
этом, однако, увеличиваются аппаратурные за ­
траты, которые могут быть существенно сниже­
ны за  счет учета конкретных особенностей реа­
лизуемой схемы.

V. P. Semerenko

SYSTO LIC REALIZATION 
OF CUBIC FUNCTIONS
Polytechnical Institute, Vinnitsa

The use of the Boolean algebra of cubic functions as a the­
oretical fundamentals for design of a new class of compu­
ter structures is considered. A variant of the universal pro­
grammed systolic structure is suggested where the principle 
of uniformity at the level of its cells» is provided.
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Следовательно, при обработке больших мас­
сивов информации производительность СА боль­
ше, чем производительность ТА, если tcA<tTA· 
Отличительной особенностью СА, отсутствующей 
в ТА, является его универсальность.


