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Анотація 

У даній праці наведено алгоритм побудови n -вибірки ортогональних n -арних лінійних 

квазігрупових операцій, які визначені над ( )pGF , де p - просте число. Ортогональні квазігрупи мають 

важливе прикладне значення: в теорії планування проведення експериментів, у криптографії, при 

побудові кодів, які виправляють помилки тощо. 
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Abstract 

This paper presents an algorithm for constructing a n -sample of orthogonal n -ary linear quasigroup 

operations defined over ( )pGF , where p  is a prime number. Orthogonal quasigroups have important applied 

significance: in the theory of experiment planning, in cryptography, in the construction of error-correcting 

codes, etc. 
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Вступ 

Ортогональність операцій має важливе прикладне значення. Цьому питанню присвячено багато 

праць. Зокрема Г. Манном у праці [3] описано побудову бінарних ортогональних операій. Л. 

Пейджем [4] і М. Холлом [5] було знайдено необхідні і достатні умови існування ортогональной 

пари для груп. Результати дослідження ортогональних багатомісних квазігруп викладено у праці [1] 

С. Муратходжаєва. Білявська Г. та Муллен Г. у праці [6], а також Сохацький Ф. та Фриз І. у праці 

[8] досліджували властивості ортогональних багатомісних операцій та дано алгоритми їх побудови. 

Алгоритми побудови багатомісних операцій досліджували Смайл Марковскі та Александра Мілева 

у праці [11]. Алгоритми побудови пари латинських ортогональних квадратів, як еквівалента 

квазігруп, описано Д. Кідвелом у праці [7].В даній праці викладені алгоритми побудови систем 

ортогональних квазігрупових операцій при 2n  . 

 

1 Додаткові відомості 

Нагадаємо, що операція f , яка визначена на множині Q , називається i -оборотною, якщо для 

довільних елементів 1 1 1,..., , , ,...,i i na a b a a− +  із Q  існує єдиний елемент Qx  такий, що 

1 1 1( ,..., , , ,..., )i i nf a a x a a b− + = . 

Операція f  називається оборотною або квазігруповою, якщо вона i -оборотна для всіх 1,i n

. Тоді пару (Q; )f  називають квазігрупою, точніше n -арною квазігрупою. 

Групові ізотопи. [2] n -арний групоїд (Q; )f  називається груповим ізотопом, якщо існує група 

( ; )G +  та бієкції 1 1,..., ,n n   +  із Q  на G  такі, що виконується рівність 

1

1 1 1 1( ,..., ) ( ... )n n n nf x x x x  −

−= + + , для всіх  1,..., Qnx x  . 

Отже, n -арний групоїд (Q; )f  є квазігрупою, якщо операція f  оборотна. 

Означення 1. [2] Нехай (Q; )f  n -арний груповий ізотоп і нехай (Q; ,0)+  - група, 1,..., n  - 



унітарні підстановки, тобто 10 ... 0 0n = = = , та Qa . Якщо 1 1 1( ,..., ) ...n n nf x x x x a = + + + , 

то послідовність 1( , ,..., , )n a +  називається 0-канонічним розкладом (Q; )f , (Q; )+ - група 

розкладу, 1,..., n   її коефіцієнти, a  називається вільним членом. 

Теорема 1. [2] Довільний елемент n -арного груповогу ізотопу однозначно визначає його 

канонічний розклад. 

Отже, n -арний групоїд (Q; )f  є квазігрупою, якщо операція f  оборотна. Зауважимо, що 

унарні квазігрупові операції -  це підстановки носія. 

Групоїд (Q;g)  називається: 

• n -арним похідним бінарної групи (Q; )+ , якщо 1 1g( ,..., ) ...n nx x x x= + + ; 

• груповим ізотопом, якщо він ізотопний n -арній похідній деякої бінарної групи; 

• лінійним над групою, якщо він є груповим ізотопом цієї групи, причому компоненти ізотопізму 

є її лінійними перетвореннями. 

• цетральною квазігрупою або Т-квазігрупою,  якщо він лінійний над деякою комутативною 

групою. 

 

Отримані результати 

2 Ортогональність n -арних лінійних квазігруп 

Нехай Q m=  , деm pq= , та p і q  прості числа більше 2.  m kb
 =  таких ( ); 1kb m = , для 

всіх 1,..., ( )k m= . 

n -вибірка n -арних лінійних операцій, визначених на множині Q  та заданих системою: 
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ортогональні, коли для кожної вибірки 1,..., Qnb b   система (1) має єдиний розв'язок. 

З іншого боку система (1) має єдиний розв'язок (система ортогональна), якщо матриця 
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оборотна, або іншими словами, коли визначник матриці A  взаємно простий з модулем. Тобто 

( )det ; 1A m = . 

Оскільки система (1) та матриця (1*) еквівалентні, то задачу про побудову n -вибіркуn -арних 

ортогональних квазігрупових операцій зводиться до побудови відповідної оборотної матриці. 

Постає питання, за яких умов в m  можна побудувати оборотну матрицю, яка складається з 

елементів  m

 . 

Твердження 1. Нехай  
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n n  матриця, де ij ma  , та det mA   . Матриця A  оборотна тоді і тільки тоді, коли для 

довільних ij ma  , для всіх 1,..., ni = , 1,...j n=  та для 2,...,i n=  кожне  

( )( ) 1

1 1 i(i 1) i(i 1)det ...ii i i iia A a A a A A−

− −= − + +      (3) 

При умові, що ( )( )1 1 i(i 1) i(i 1)det ...i i mA a A a A 

− −− + +  . Де ijA  - відповідні алгебричні доповнення, та 



ii mA  , для всіх 2,...,i n= . 

3. Алгоритм побудови n -вибірки ортогональних лінійних n -арних квазігруп 

Як зазначалося у Розділі 2: задача про побудову n -вибірки ортогональних n -арних квазігруп, 

які визначені в ( )pGF , зводиться до побудови оборотних матриць розмірності n n , які складаються 

із ненульових елементів поля. 

Розглянемо ( )pGF , де p - просте число, ( )ij pa GF  . Тоді оборотна матриця розмірності n n , 

яка складається із ненульових елементів поля, будується за такими кроками: 

Алгоритм 1. 

Крок 1. Елементи 
ija - обираються довільним чином із ( )pGF 

, крім iia , де  2,...,i n ; 

Крок 2. Кожен елемент iia , де  2,...,i n  - обирається довільним чином із ( )pGF 
, при умові, 

що ( ) 1

1 1 ( 1) ( 1)...ii i i i i i i iia a A a A A−

− − − + + . 
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