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Анотація 
Знання повноформатного вектора стану динамічної системи є  важливим як з точки зору прогнозування 

поведінки сигналів на її виходах, так й при синтезі керівної функції, за допомогою якої здійснюється цілеспря-
мований вплив на поведінку системи. На практиці, у преважній більшості, вектор стану системи у повному 
обсязі безпосередньо недоступний для спостережень, а наявні результати спостережень є не зовсім точними. 
У такому випадку мова може йти тільки про оцінку вектора стану. Якщо є можливість враховувати випад-
кові похибки за наявності додаткових статистичних подробиць можна сподіватися на досягнення кращих або 
навіть оптимальних результатів, застосовуючи при цьому методи теорії ймовірності. Для таких динамічних 
систем надважливими критеріями є відновлюваність та керованість. Особлива потреба в них постає при 
розгляді MIMO об'єктів, оскільки вони у більшості практичних випадків є виродженими, а їх дослідження 
спряжено з значними труднощами. Метою даної роботи є синтез диференціальної форми критерію відновлю-
ваності, як більш гнучкого та ефективного інструменту для задач фільтрації сигналів та проєктування вимі-
рювачів слідкуючого типу систем реального часу. 

Ключові слова: лінійна динамічна система, відновлюваність лінійних динамічних систем, диференціальний 
критерій відновлюваності. 

 
Abstract 
Knowledge of the full-format dynamic system state vector is important and fundamental not only from the point of 

predicting view the signals behavior at its outputs, but also in the synthesis of the control function for purposeful influ-
ence on the system behavior. In the vast majority of cases, however, the system full state vector isn’t directly available 
for observation, and the available results are not entirely accurate. In such a case, we can only speak about the estima-
tion of the state vector. If there is a possibility to take into account random errors in the presence of additional statisti-
cal information, one can hope to achieve better or even optimal results, while applying the methods of probability theo-
ry. Observability and controllability are fundamental criteria for dynamical systems of such a class. A special need 
arises when considering MIMO objects, since they are degenerate in most practical cases, and their study involves 
significant difficulties. The purpose of this paper is to synthesize a differential form of the observability criterion as a 
more flexible and effective tool for signal filtering and design of real-time tracking type meters.  
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Вступ 

Знання повноформатного вектора стану динамічної системи важливо і принципово не тільки з то-
чки зору прогнозування поведінки сигналів на її виходах, а й при синтезі керівної функції, за допомо-
гою якої здійснюється цілеспрямований вплив на поведінку системи. Проте, у преважній більшості, 
вектор стану системи у повному обсязі безпосередньо недоступний для спостережень, чи то з чисто 
економічних міркувань, чи то з суто технічної точки зору. Наприклад, траєкторію руху центра мас 
матеріального об'єкту часто апроксимують степеневими рядами, коефіцієнти яких можуть являти 
собою: віддаль, швидкість, прискорення плюс старші похідні, які не мають навіть назви, оскільки 
фізично їх неможливо вимірювати. У даному випадку чутливими елементами можуть бути сенсори 
швидкості та прискорення. Зрозуміло, що повноформатний вектор стану повинен відновлюватися 
лише на основі доступних результатів спостережень, виконуваних на виході динамічної системи. Не 
виключено, що результати вимірювань будуть не зовсім точними, тоді результат відновлення вектора 
стану з обмеженої кількості спостережень буде наближеним. У цьому разі, мова може йти тільки про 
оцінку вектора стану. Якщо вищезгадана проблема вирішується у детермінований спосіб і без ураху-
вання похибок результатів спостережень у явній формі, то така задача класифікується як задача ди-



 

намічного відновлення. Якщо є можливість враховувати випадкові похибки за наявності додаткових 
подробиць, наприклад, відоме математичне сподівання, кореляційні моменти похибок та тощо, то 
можна сподіватися на досягнення кращих або навіть оптимальних результатів, застосовуючи при 
цьому методи теорії ймовірності. У такому разі мова іде про задачу оцінювання або фільтрації, де 
похибки спостережень та непередбачувані збурення трактуються, як випадкові процеси і відобража-
ються шляхом уведення неконтрольованих додаткових входів. Для вищезгаданих динамічних систем 
надважливими критеріями є відновлюваність та керованість.  

Керованість динамічної системи дозволяє перевести стан системи з будь-якого початкового стану 
в будь-який кінцевий стан за певний, обмежений час, а відновлюваність – можливість точно віднови-
ти її стан у будь-який момент часу використовуючи тільки її вихідні параметри. Особлива потреба в 
цих концептуальних ствердженнях постає при розгляді MIMO об'єктів, оскільки вони у більшості 
практичних випадків є виродженими, а їх дослідження спряжено з значними труднощами. 

 
Постановка задачі 

Відомо, що поведінка динамічної системи у часі може бути визначена за наступних умов [1, 3]: 
наявності математичної моделі системи та достовірних знань про початкові умови та вхідні діяння на 
усьому часовому інтервалі спостереження. Припустимо, що у наявності є математична модель ліній-
ної динамічної системи, яка виражена у термінах змінних станів: 

 
                                                              (1) 

 
де s(t) – вектор стану розміру (n×1); u(t)– вектор входу розміру (p×1); y(t) – вектор виходу розміру 
(m×1); ( ) ( ) ( ), ,  t t tΣ Γ H – системні матриці відповідних розмірів. Вважаються точно відомими: вектор 
вхідного діяння u(t) у інтервалі спостережень [ ]0  , t t  та системні матриці ( ) ( ) ( ), ,  t t tΣ Γ H . 

Припустимо, що u(t) – точно відома функція часу для усіх t ≥ t0, однак s(t0) – невідома величина. 
Необхідно визначити s(t) на основі спостережень y(t) у деякому обмеженому часовому інтервалі      
[t0, t1]. Очевидно, що якщо матриця H(t) є квадратною, має порядок (n×n) і несингулярна для усіх        
t ≥ t0,  то питання відновлюваності s(t) вирішується тривіально, як s(t) = H-1(t) y(t). Проте, якщо мат-
риця H(t) є сингулярною для усіх t ≥ t0, або H(t) – прямокутна розміру (m×n ), m ≠ n, то стає незрозу-
мілим, як можна визначити s(τ) з y(t) при t0 ≤ τ ≤ t1 за  деякого заданого t1. З урахуванням цього за-
уваження, уведемо наступне означення відновлюваності [2, 4]: 

Лінійна система (1) зі змінними параметрами називається відновлюваною, якщо можна ви-
значати s(t0), знаючи y(t) на часовому інтервалі t0 ≤ τ ≤ t1  для деякого заданого кінцевого значення t1. 
Якщо це справедливо для будь-якого t0, то систему називають відновлюваною повністю.  

Критерій відновлюваності, необхідні та достатні умови визначаються наступною теоремою: 
 Лінійна система (1) є відновлюваною тоді і тільки тоді, коли симетрична матриця розміром 

(n × n)  
                                                (2) 

є позитивно означеною для деякого заданого кінцевого значення t1 ≥ t0. 
Як зазначалося в [4], вище згаданий інтегральний критерій відновлюваності важко застосовувати 

на практиці через великий обсяг обчислень, однак справу можна поправити, якщо перейти до його 
запису у диференціальній формі або у формі різницевих рівнянь, де прослідковується явний зв'язок з 
критерієм найменших квадратів. Отримаємо цей результат скориставшись математичним формаліз-
мом роботи [5]. Запишемо (2), у еквівалентній формі:  
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0
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Виконаємо операцію диференціювання за змінною t. Результат диференціювання лівої частини (3) 
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Результат диференціювання правої частини (3) за змінною t дає підінтегральний вираз, у якім змінна 
інтегрування замінена значенням верхньої межі інтегрування, тобто ( ) ( ) ( ) ( )0 0, ,t t t t t tΦ H H ΦT T   . Оскі-
льки, рівність (2) не повинна порушуватися і після операції інтегрування, то звідси випливає рівність 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0,  , ,T d
t t t t t t t t t t

dt
+ + =Σ N N N Σ H HT

H H H   .                               (4) 

У підсумку отримуємо диференційне рівняння для матриці відновлюваності  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 , , ,Td
t t t t t t t t t t

dt
= − − +N Σ N N Σ H HT

H H H   ,                                      (5) 

де відпадає необхідність обчислення перехідної матриці станів ( )0,t tΦ .  
На другому етапі скористаємося рівнянням  

 
(6) 

Добуток ( ) ( )0 0,t t tNH s  позначимо уведенням нової змінної ( )tφ  та виконаємо диференціювання за 
змінною t, і урахуємо властивість перехідної матриці станів. Результатом буде диференційне рівнян-
ня для змінної ( )tφ , яке еквівалентне інтегральному рівнянню (6): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )   Td t
t t t t

dt
= − +

φ
Σ φ H yT  

На третьому етапі запишемо ( )1
0,t t−N H  у диференціальній формі. Для цього скористаємося дифе-

ренціюванням тотожності ( ) ( )1
0 0, ,t t t t− =N N IH H . Результатом операції буде вираз 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 0 0 ,  , ,   , 0 

d d
t t t t t t t t

dt dt
− −+ =N N N NH H H H . Якщо помножити його праворуч на ( )1

0,t t−N H , то 

отримаємо  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
0 0 0 0 ,  ,    ,  ,

d d
t t t t t t t t

dt dt
− − − −= −N N N NH H H H  .                                      (7) 

Підстановка (5) у (7) приводить до підсумкового результату у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
0 0 0 0 0, , , , , Tt t t t t t t t t t t t t t− − − − −= + +N Σ N N Σ N H H N

T
H H H H H .               (8) 

Вираз (8) являє собою нелінійне матричне диференційне рівняння Ріккаті, яке еквівалентне рів-
нянню (5) у випадку повністю відновлюваних систем.  

На заключному етапі отримаємо диференційне рівняння у вигляді, зручному для безпосереднього 
обчислення відновлюваного стану s(t). Слід зазначити, що за умови неточних спостережень, мова 
може йти лише про оцінку стану системи, тому щоб залишатись у руслі загальноприйнятих позна-
чень уведемо нове позначення ( ) ( )t ts s * . Далі виконаємо низку перетворень: 

– операцію диференціювання добутку ( ) ( )0,t t tN s*
H  
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– помножимо отриманий вираз ліворуч на ( )1
0,t t−N H  
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– замість похідної ( )0 ,
d

t t
dt

NH  підставимо її вираз із (5) та зберемо складові, що містять s(t), тоді 

отримаємо підсумковий результат: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0,

d
t t t t t t t t t

dt
−= + −  s Σ N H y H s* * T *

Hx  .                               (9) 

Формула (9) описує модель об'єкту у вигляді системи стеження зі зворотним зв’язком, що працює за 
принципом компенсації похибок.  

Висновки 

Керованість і відновлюваність – це два фундаментальні аспекти, які забезпечують стабільне функ-
ціонування динамічних систем й дозволяють ефективно контролювати її поведінку. Особливо актуа-
льно це питання постає для систем виродженого типу. 

Отриманий в роботі результат демонструє, що широкий клас задач, пов'язаних із синтезом систем 
оптимального відновлення, фільтрації та керування можна вирішувати за допомогою однакової сис-
тематичної процедури, у основі якої лежить універсальний математичний інструмент – нелінійне 
матричне рівняння Ріккаті. В залежності від типу досліджуваної системи воно може бути презентова-
но у різних формах: алгебраїчній, диференціальній або різницевій.  

Спосіб обчислення матриці відновлюваності у диференціальній формі є більш доступним для ви-
користання і може бути вельми ефективним інструментом при дослідженні задач фільтрації сигналів, 
а також при проектуванні різноманітних вимірювачів слідкуючого типу, зокрема, детермінованих 
пристроїв відновлення для систем реального часу. 
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